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摘  要 

 

复合材料的断裂通常是从界面或界面附近开始的，因此，研究复合材料裂纹在界面及界面附

近产生的应力场有着重要的理论和实际意义。与均质材料相比，复合材料裂纹具有材料力学特性

不同、接触点附近应力场奇异性指数复杂及所应用线弹性断裂理论不同等特点，因而研究较为困

难。目前，复合材料裂纹的研究对象大多为二维裂纹，在三维裂纹方面报导较少。本文使用超奇

异积分方程法，对三维双相材料裂纹问题进行了比较系统的研究，给出了问题的超奇异积分方程

及其高精度数值求解方法，并给出了典型问题的数值结果。主要研究内容包括： 

1. 利用已有的三维双相材料位移基本解，给出了在与界面斜交坐标系下位移基本解的一般表

达式。在此基础上，使用 Somigliana 位移公式给出了三维双相材料中含有与界面斜交裂纹问题

的位移和面力一般解，进而利用超奇异积分及边界积分方程法，将此类裂纹问题归结为求解一组

以裂纹面位移间断为未知函数的超奇异积分方程，并对未知解在裂纹前沿的性态进行了分析。其

中，三维双相材料斜裂纹问题的超奇异积分方程组属于首次报道。 

2. 利用超奇异积分方程未知解在裂纹前沿的解析分析结果，以及因子法和有限部积分法，为

三维双相材料中与界面垂直的剪切型裂纹问题建立了数值求解方法，给出了超奇异积分的具体计

算公式，并给出了裂纹前沿应力强度因子的计算表达式。 

3. 利用上述数值计算方法，具体计算了一些典型裂纹问题，获得了裂纹前沿应力强度因子的

数值结果，并研究了应力强度因子随各参数的变化规律。结果表明本文建立的数值方法具有良好

的精度和收敛性。 

 

关键词： 复合材料，三维裂纹，超奇异积分方程，应力强度因子 
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Abstract 
 

Cracks of composite material usually begin from or near interface, and therefore it is of theoretical 

and practical significance to study the stress field caused by the flaws of composite material on the 

interface. Compared with homogenous materials, however, composite materials have the characteristics 

such as different mechanical features, complex singularity index of the stress field near interface point, 

and different linear elastic fracture theories — thus, the study is more difficult. At present, the research 

mainly focuses on two-dimensional crack, and a few were reported on the three-dimensional composite 

material cracks. The dissertation systematically studies the problem of three-dimensional bi-material 

cracks with the method of hyper-singular integral equations, presents the hyper-singular integral 

equations for the problem and high-accuracy numerical solution, and obtains numerical results of some 

typical examples. The main contents are as follows. 
1. Relied on previous data, the general expression of displacement fundamental solution for 

three-dimension bi-materials under coordinate system oblique to interface is given. Based on the 

expression, the general solutions for displacement and surface traction are provided by using 

Somigliana displacement formula. This type of crack problem is further reduced to solving a set of 

hyper-singular integral equations with crack interface displacement discontinuities as an unknown 

function, and the behavior of unknown solutions on crack tips is analyzed. Among them, applying the 

hyper-singular integral equations to three-dimensional bi-materials inclined cracks is reported for the 

first time. 

2. Based on analytic results of unknown solutions of hyper-singular integral equations on crack tips, 

the numerical method of shear crack perpendicular to interface in three-dimensional bi-materials is 

constructed by factor method and finite-part integrals, and the exact hyper-singular integral equations 

and computation expression of stress intensity factor on crack tips are provided. 

3. According to the numerical methods above, some examples of typical cracks are computed, and the 

numerical results of stress intensity factors on crack tips are obtained. The change rules of stress 

intensity factors with variables are also investigated. The results show that the numerical method in this 

paper has high-accuracy and nice convergent performance. 

 

Key words: composite materials, three-dimensional cracks, hyper-singular integral equations, boundary 

element method, stress intensity factor 
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2 2 2
71 2 1 2 2 1 3 2 2 1 23 ( 2 ) 3 ( 1) ( 0.5 ) 3 ( )Am S C S AC m S C S S S S A mS S Sθ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θϕ κ κ κ′ ′= + + − + − − + +  

2 2
72 2 4 1 2 1 2 20.5 1.5 3 ( 2 ) 3 ( 0.5 )S Am S Am S C S A mS S C S Sθ θ θ θ θ θ θ θ θ θϕ κ κ′ ′= − + + − − −  

( )2 2 2 2 2
73 1 2 2 1 1 3 2 2 23 ( 2 ) ( 1) ( 0.5 ) ( 2 )A S m C S S m mS S S S S mC C Cθ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θϕ κ κ κ′ ′= + + − + − − + +  
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( )2 2 2 2 2
74 2 2 4 2 4 2 215 ( 0.5 ) 2 ( 0.5 )A S m S C m S mS C m C S mS m S Cθ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θϕ ′ ′ ′ ′= + + − + +  

( )2 2
75 2 3 2 2 2 2 215 ( ) 2 ( 2 ) 2 ( )A S S mS C C m C C mS S S m S S mC Cθ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θϕ ′ ′= − + − − −  

9 1( 1)C B κ= + ; 10 1 1( 3)C Aκ κ= −  

1 8 7 22 2C C C θφ = − +  
2

2 424( C )SA θφ = −  

3 10 1 9C 2A 2Cφ κ= − +  
2

4 46S ( 5C 4A)θφ = − +  

5 10 33(C 0.5C )Sθφ = − −  

6 4 8 5 42C C 2C 4Cφ == − +  

7 5 8 9C AC 4A 2Cφ = + + −  
2 2

8 460( )A C S ASθ θφ = − +  

9 4 3 9(2C C 2C )Cθφ = − −  

10 1 3(12 1.55C )A Sθφ κ= +  
2

11 4 8 3(2 4 C )SC C θφ = + −  

12 4 3 9 2(2 4 )C C C C θφ = − +  
2

13 1 96( 2 2 )C A C Cθφ = − + +  

14 4 8 9 4C C 2C 9C 4Aφ = + + −  
2 2

15 8 7 26( 6 )C C C C Cθ θ θφ = − +  

16 4 5 96( 2 2 )C C A Cφ = + + −  
2

17 10 1 96 ( 2 2 )S C A Cθφ κ= + −  

18 5 1 9 23(C 4A 2C )S θφ κ= − −  
2 2

19 8 8 42 2 2AC AC C C Sθ θφ = − +  

20 4 5 96C (C C 2A 2C )θφ = + + −  

21 5 9 33(C 2A-4C 0.5C )Cθφ = + +  

22 5 9 3 23( 2 4 0.5C )SC A C θφ = + − +  

23 5 9 3 23( 2 4 0.5C )C A C C θφ = + − +  

24 5 9 3 23( 2 4 0.5C )SC A C θφ = + − +  

25 5 9 33( 2 4 0.5C )C A C Cθφ = + − +  

26 5 9 3 23( 2 4 0.5C )C A C C θφ = + − +  

27 5 9 3 23( 2 4 0.5C )C A C C θφ = + − +  

28 6 9 33( C 4A-4C 0.5C )Cθφ = − + +  

29 6 3 23( 4 0.5C )SC A θφ = − + +  

30 2 5 4 9 33S (2C 6C 2C 0.5C )θφ = − − −  
2 2

31 8 4 8 8 5 28 9 4 4 82 4 2 4 4 8AC C C S C C C C C Sφ = − − + − −  
2 2 2

32 5 2 8 4 9 3 23(2C C 2A 12 S 4C C C S )SC Cθ θ θ θ θφ = + + − +  
2 2 2 2 2

33 8 4 8 8 8 3 28 1 1 8 8 9 86( 2 10 8 16 2 )C C S AS AC C C A A S A AS C Cφ κ κ= − − + + + − − −  
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1 1 2 1

1 2 2 1

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

µ κ µ κα
µ κ µ κ

+ − +
=

+ + +
; 1 2 2 1

1 2 2 1

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

µ κ µ κβ
µ κ µ κ

− − −
=

+ + +
 

1 1( 1)Bω β κ= +  
2 2

2 2840AS Sθ θω =  
2

3 1 2(1 4 )S Cθ θω κ= − −  

4 1 1( 1)( 1)Aω β κ κ= + −  
2 2 2

5 12 ( C 6 7 )S Sθ θ θω κ= − +  
2 2 2

6 14 ( 2 6 )S S Sθ θ θω κ= − + −  

7 1 1( 1)( 1 2 )A Bω β κ κ= + − −  

8 1 1( 1)( 1 4 )A Bω β κ κ= + − −  
2 2 2 2

9 1 2 2 44 ( 2 2 )S S S Cθ θ θ θω κ= − +  
2 2 2

10 2 1 2 42 2S C S Cθ θ θ θω κ= + − +  
3

11 1 2 24 ( 2 6 )S C Cθ θ θω κ= − −  
2 2 2

12 8 1 12 2 2S A A Cθ θω ω κ κ= + − +  
2 2

13 1 43 ( 2A 2A C )Sθ θω κ ω= − + +  
2 2 2 4

14 28 2 2 10.5 ( ) 4C S C Cθ θ θ θω ω ω= − +  

15 1 2 1 27 )S S C S C Sθ θ θ θ θ θω κ κ= − + −  
2 2 2 2

16 1 4 16 (2 2 8 4 )S A A AS S Cθ θ θ θω κ ω ω= − − − −  
2 2 2

17 2 1 2 1 43 (6 2 2 )A S C C Sθ θ θ θω κ κ= − + − −  
2

18 4 1 4 28 28 22 2 (0.5 )(3 1)C A C Cθ θ θω κ ω ω= − + + − −  
2 2 2 2 2

19 1 1 2812( 0.5 2 8 )C A C A C A ACθ θ θ θω κ κ ω= + − + −  

( )2 2 2 2
20 1 1 2 243 ( )(1 0.25 0.5 ) 4A A S C Cθ θ θω κ κ ω= − − + −  

2 2 2 2
21 1 1 1 2 4 13( 2 2 0.5 4 )A A S A AC C Cθ θ θ θω κ κ κ ω ω= − − + + −  

2 2 2 2
22 1 1 4 16 (2 4 12 2 4 )S A A S AS A S Cθ θ θ θ θω κ κ ω ω= + − − − −  

3 3 2 2
23 1 4 116 16 2 (3 1) 4 (2 3 )S A S S S S Sθ θ θ θ θ θω κ ω ω= − + + − + −  

2 2 2 2
24 1 1 2 4 13 ( 2 4 2 8 4 )S A A S A AS C Cθ θ θ θ θω κ κ ω ω= − + + − + −  

3 2
25 1 1 2 2 4 1 212 (24 8 28 8 4 )S A S A AC A C Cθ θ θ θ θω κ κ ω ω= − + − + −  

2 2 2 2 2
26 1 1 1 2 7 16 ( 4 12 2 0.5 4 )S A A C A AC A C Cθ θ θ θ θω κ κ κ ω ω= − − + − + −  

2 2 2 2 2 2
27 1 1 1 2 2 1 4 26 (2 2 12 12 28 2 )S A A S A A AS S Cθ θ θ θ θω κ κ κ ω ω= + − − + − −  

( )2 2 2 2 4
28 1 1 2 2 2 4 2 16 4 16 4 (5 4 7 ) 8S A A S C A C C S Cθ θ θ θ θ θ θω κ κ ω ω= + − + − − −  

( )2 2 2 2 4 2 2
29 1 1 4 1 23 2 8 (1 ) 2 (4 1) 4 4 (3 1)A A S C A S C S Cθ θ θ θ θ θω κ κ ω ω= − + − − − + −  

2 2 2 2 2
30 1 1 1 2 3 4 12 6 2( 1)(3 2 ) 8 2 (2 1) 4 (1 3 )A A A C S S A S C C Sθ θ θ θ θ θ θω κ κ κ ω ω= − + − − + − + − + −  
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第一章 绪论 
 
1.1 研究目的及意义 
 

材料的力学性质是衡量材料使用性能的重要特征。为了数学处理上的简化，在早期研究材料

力学性质时，通常将材料假定为一连续体。上世纪六十年代以来，大量工程结构事故表明，传统

处理方法已经不能满足和适应材料科学和工程技术发展的要求，必须考虑实际材料中存在的大量

缺陷（裂纹，夹杂等）。这些缺陷在材料上会引起应力集中或应力奇异，从而导致缺陷本身不断

扩展，最终造成结构的破坏。随着材料设计、制造、加工及使用精度要求的提高，这种破坏造成

的影响日趋严重。作为一种新的考虑材料裂纹缺陷的力学处理方法，断裂力学正是在这种背景下

迅速发展起来的一门理论与工程技术学科。 

随着复合材料日益广泛地应用于航空、航天、汽车、造船、化工及土建等诸多领域，断裂力

学问题的研究也从单一均质各向同性材料转向非均质、各向异性或多相复合材料。复合材料存在

许多界面，其损伤及破坏通常是从界面或界面附近开始的，准确分析理解界面及界面附近应力场

在工程实用中显得非常重要。 

与均质材料相比，复合材料具有材料力学特性不同、接触点附近奇性指数分析复杂[1-3]、裂纹

类型多为复合型、线弹性断裂力学理论应用到复合材料与均质材料不完全相同等困难，使复合材

料（较均质材料）裂纹研究难度较大，特别是三维复合材料问题的研究更为困难。 

在实际研究中，人们将复合材料简化为各种不同类型的力学模型，以使问题简化。双相复合

材料是其中最简单的一种模型，同时该模型又能反映多相复合材料的普遍物理现象。本文以此模

型为基础进行三维双相材料断裂力学问题的研究工作，这不仅具有重要的理论意义，而且也具有

重要的实际应用价值。 

三维双相材料断裂力学问题的研究，早期大都限于解析工作，但由于问题的复杂性，要想求

得各种各样问题的解析解是不可能的。因此，工程中经常采用数值法进行求解。随着计算机技术

的发展，三维断裂问题的数值方法有了许多新进展。在众多的数值方法中，边界元是一种比较成

功的方法。由于它在数值计算过程中尽可能地采用了解析运算，最后主要涉及边界上的信息，因

而它的数值计算要比一般的数值方法具有更高的精度，所以在实际中计算应用广泛。但由于边界

元法在求解过程中，需要无限区域基本解，这一特点，使边界元法求解复合材料问题存在很大困

难。虽然目前关于双相复合材料空间问题基本解已经有了部分结果，但这些结果直接应用到边界

元法中还存在困难。如果能够得到准确、完整的基本解，这对于用边界元法求解复合材料问题具

有重要意义。 

  本文的目的是应用超奇异积分与边界元相结合的方法，对三维双相材料与界面垂直裂纹问

题及与界面斜交裂纹问题进行理论分析，进而对与界面垂直剪切型裂纹问题建立数值方法，研究

应力强度因子随各参数的变化规律。 

 

1.2 国内外研究进展 
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1.2.1 边界元方法 
 

边界元法是继有限元法之后的一种别具特色的新的数值方法，边界元的基础是用 Fredholm
积分方程的位势积分来表示问题的解，它是将支配物理现象的微分方程转化为边界上的积分方

程，然后再进行离散求解的数值方法。边界元法包括直接法和间接法：直接法是指得到的积分方

程是区域内的物理量与边界上的物理量之间的关系式，积分方程中的未知函数将是所拟求的物理

量在边界上的值；间接法所求物理量是根据线性叠加原理，用在边界上分布的虚拟的“源”的某

种积分来表示，而这时的边界积分方程中的未知函数正是边界上虚拟“源”的分布密度，它本身

不一定有什么物理意义，但它可以用来表示某种物理量。 

对于具体力学问题，边界元法是将描述弹性力学问题的偏微分方程边值问题化为边界积分方

程并吸收有限元法的离散化技术而发展起来的。将弹性力学问题归结为求解一边界积分方程组，

若在边界上已知 3 个位移和三个面力分量，则由边界积分方程可以得到其余的未知分量，而任意

内点的位移和应力可由 6 个边界分量通过边界积分来确定。边界元法中包含有有限元的思想，它

把有限元的按求解域划分单元离散的概念移值到边界积分方程方法中，但边界元法不是有限元法

的改进或发展，边界元法与有限元法存在着质的差异。边界元法的数学基础是积分方程(有限元法

是变分法)，与有限元法相比：边界元法具有节省数据准备工作量和计算量，计算精度高等优点。 

从边界元法发展过程看，在国外，Fredholm (1903)得出势问题的积分公式；Kellogg (1953)首

次应用积分方程解 Laplace 问题；苏联学者 Muskhelishvili (1953)、Kupradze(1966)、Mikhlin、Smirnov

等研究了标量型、矢量型积分方程及积分域内奇点和间断的情况；Ritz(1909)提出有限元法；Trefftz

（1926）提出边界元法初步概念；Jaswon、Symm、Massonet、Hess(1960-1970)等学者进行了流体

力学和一般势问题中“源”方法的研究，这是一种间接边界元法；其中 Jaswon(1963)[6]、Symm 

(1963)[7]应用间接边界元法计算了位势问题。Kupradze(1965)建立了边界元积分方程的直接方法；

Rizzo(1967)[8]应用直接边界元法计算了二维线弹性问题；Cruse(1969)[9]在边界元法应用到三维弹

性问题中；Cruse、Buren(1971)[67]最早将边界积分方程法应用于断裂力学，采用分割区域法将裂

纹问题化为一般的边值问题进行处理，从而避免了边界元法解决断裂问题时遇到的不确定性；

Banerjee、Butterfield、Brebbia、Dominguez(1977)提出了边界元法离散化理论；Brebbia(1978) 首

次正式用边界元提法；Ghosh et al(1986)[10] 把二维弹性问题基本解超奇异积分转化为弱奇异积分；

Lei (1994)[11-12]对二维弹性 Reissem 板建立新类型边界积分方程。在我国，在提高边界元法计算精

度的研究中，也涌现出许多新方法：带权 Gauss 积分公式、刚体位移间接法、Green 函数法、位

错法、对偶边界积分法、位错密度法、位移二次插值法等。 

 

1.2.2 超奇异积分方法 
 

在超奇异积分方面，在国外，Hadamard(1910-1923) [14,15]把比主值型奇异积分方程奇异性还

要多的积分方程称 Hadamard 奇异积分方程（即超奇异积分方程）；Ioakimidis (1982)[16,17]首次把

Hadamard 的超奇异积分应用到线弹性断裂力学中，推导出受法向载荷作用的任意形状平片裂纹

问题的超奇异积分方程，并使用 Kutt 有限部分积分法进行数值化；Sohn 与 Hong(1985)[18]利用位

移间断分片线性表示为无限体 I 型裂纹的超奇异积分方程，并建立了数值法。在我国，Tang 与
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Qin (1990)[19,20,65]等系统的分析和研究了超奇异积分在三维均质材料断裂问题中的应用，并提出

一套完整的求解理论；Qin[21-22, 61-64]把这一理论不断完善；Qin(2002)[4,5]把这一理应用到三维双相

材料断裂问题中。其它学者也有不同程度的突破[12,23-25]。 

超奇异积分方程与边界元方法结合是研究断裂力学问题的一种非常有效的方法，结合因子法

可以得到精度较高的数值结果。因此将裂纹问题归结为求解一超奇异积分方程组，进行奇异性处

理，转化为线性方程组，利用因子法数值求解已成为解决线弹性断裂力学问题一种重要途径。 

 
1.2.3 复合材料裂纹 

 

复合材料界面裂纹方面：Williams(1959)[26] 最早用级数展开法研究了复合材料界面裂纹问题，

得到了各向同性线弹性材料界面裂纹尖端应力场的奇异性结果； Sih 与 Rice (1964)[27]采用

Williams 特征展开法研究了复合材料界面裂纹的板弯曲问题，也得到了界面裂纹尖端应力具有震

荡奇异性的结论； England(1965)[28]应用复变函数法研究了复合材料界面裂纹问题，得到裂纹尖

端应力场及位移场具有振荡奇异性；  Rice 与 Sih (1965)[29] 采用复变函数与特征展开结合的方法，

研究了半无限长界面裂纹及有限长界面裂纹表面应力问题，提出了复应力强度因子的断裂准则；  

Erdogan(1972)[30]采用 Fourier 变换法研究了界面裂纹问题，得到了一组第二类 Cauchy 型奇异积

分方程； Erdogan 与 Gupta(1972)[31]应用 Fourier 积分变换研究了双相复合材料界面刚性夹杂及

弹性夹杂问题，同样归结为求解奇异积分方程组问题；Atkinson (1977)[32]提出两种界面模型，模

型一认为界面具有一定厚度并异于双相复合材料的界面层，模型二认为界面具有连续变化弹性模

量的界面层，消除了裂纹尖端应力指数振荡性； Rice(1988) [33] 研究了界面裂纹尖端应力场，应

力强度因子；Wang(1991)[34]对界面断裂力学发展背景、进展及未来研究重点做了总结。 

复合材料与界面垂直裂纹方面：Zak(1963) [35]与 Williams 采用特征函数展开法，研究复合材

料中半无限长垂直裂纹问题，得到裂纹与界面接触点附近性态指数的特征方程；Bogy(1971) [36]

采用 Mellin 变换法研究垂直裂纹问题，得出裂纹接触界面后，应力的性态指数与材料常数及裂纹

几何形状有关； Cook 与 Erdogan (1972)[37]利用 Mellin 变换方法，将垂直裂纹问题归结为求解

Cauchy 型奇异积分方程组，得到半无限长裂纹受集中力作用时，接触点奇性应力场，并对其分布

函数进行了数值求解；Erdogan 和 Cook (1974) [38]利用 Mellin 变换方法研究复合材料中垂直裂纹

的反平面剪切问题，做了详细的数值分析工作；Atkinson(1977)[32]应用他所提出的界面模型中的第

二中模型，研究了垂直裂纹接触界面时应力性态指数，采用 Mellin 变换法得到了裂纹尖端应力平

方根奇异性结论；Vuayakumar et al(1983)[39] 根据 Erdogan 复合材料中垂直裂纹的积分方程，引入

一围线积分，研究裂纹接触材料界面时，裂纹尖端的奇性应力场；Ting et al(1984)[40]对双相复合

材料中垂直裂纹的性态指数进行了分析；Erdogan(1991) [41]研究了双相复合材料垂直裂纹问题，

设其中一相材料剪切模量为定值，而另一相材料的剪切模量为与距离界面直线距离相关的函数。

得出垂直裂纹接触界面后，裂纹接触点附近应力的性态指数为平方根奇性与材料常数无关； 

Wen(1991) [42]应用位移间断方法研究了双相复合材料垂直裂纹问题；Gupta(1992)[43]研究了双相复

合材料中垂直裂纹的扩展问题； Chen(1994)[44]采用 Williams 特征展开法研究垂直裂纹，给出了

裂纹尖端位移场及奇性应力场表达式，反对称及对称的奇性应力场，数值求解了裂纹尖端的应力

强度因子；Qin(2002)[4]对三维双相材料垂直于界面 I 型裂纹问题进行了系统全面研究，并给出计



中国农业大学硕士学位论文                                                              第一章 绪论 

 4

算出应力强度因子[5]的数值方法。 

复合材料斜裂纹方面：复合材料斜裂纹由于裂纹本身无几何对称性，通常是复合型问题。

Fenner (1976)[45]应用 Williams 特征函数展开法，研究了复合材料中半无限长斜裂纹的性态指数； 

Comninou et al (1979)[46]采用斜裂纹尖端闭合假设，消除了斜裂纹的复性态指数的影响；Wang 

(1994) [47] 采用 Williams 特征函数展开及 Muskhelishivili 复变函数相结合的方法，得到斜裂纹接触

界面时性态指数的特征方程，并应用 Newton-Raphson 迭代法进行数值求解，得到了文献[45]的有

关结论；Li et al(1997)[3]应用 Williams 特征函数展开的方法，对斜裂纹接触界面时性态指数过渡角

进行了分析； Chen(1998)[48]对双相复合材料楔形体中应力奇性进行了分析； Ashbaug(1975) [49]

应用 Mellin 变换的方法将双相复合材料有限长斜裂纹问题归结为求解一组 Fredholm 积分方程；

Ma et al(1990)[50]应用 Mellin 变换法，研究了双相复合材料中含接触界面的半无限长斜裂纹的反

平面剪切问题；Tewary et al (1996)[51] 解析得到了双相复合材料中含斜半无限长裂纹的，满足双

相复合材料界面上应力和位移连续条件及裂纹表面无应力边界条件的 Green 函数，同时得到了斜

裂纹与界面接触点的应力场奇性与裂纹斜角相关的结论； Wang et al(1996)[52]应用积分变换法研

究了双相复合材料斜裂纹反平面剪切问题，数值求解了斜裂纹未接触界面时裂纹尖端应力强度因

子；Wang(2005) [53]应用分部积分法和边界元法,研究了二维双相复合材料的斜裂纹问题,数值求解

了裂纹尖端应力强度因子；García-Sánchez et al(2005)[54]应用边界元研究了二维双相复合压电材

料斜裂纹问题，数值求解了裂纹尖端应力强度因子。 

 
1.3 本文主要工作 
 

根据以上综述，本文做了如下几方面研究工作： 

1. 三维双相材料弹性力学空间基本解：对已有复合材料空间位移基本解进行整理，应用调和

函数的镜像法、直角坐标系下的张量变换规则、弹性理论及边界条件，推导三维双相材料与界面

垂直及与界面斜交坐标系下的空间位移、面力基本解。这部分内容在第二章中给出。 

2. 三维双相材料与界面垂直裂纹问题及与界面斜交裂纹问题的超奇异积分方程组：对得到的

基本解使用 Somigliana 公式，推导三维双相材料与界面垂直裂纹问题及与界面斜交裂纹问题应

力场积分核函数 kijS 表达式。再根据超奇异积分原理，把这两种裂纹问题各自归结为求解一超奇

异积分方程组问题。这部分内容在第三章中给出。 

3.三维双相材料与界面垂直剪切型裂纹问题数值方法建立：对裂纹尖端奇异性指数、奇异性

应力场进行理论分析，推导由裂纹面位移间断函数表示的应力强度因子计算公式；再以密度函数

基本解表示位移间断函数，应用有限部积分原理和边界元法，把超奇异积分方程组解耦，转变为

代数方程组，得出计算裂纹前沿应力强度因子的具体公式。这部分内容在第四章中给出。 

4. 数值计算：编写 Fortran 计算程序，研究应力强度因子随 Durder 参数、多项式指数、配置

点数、坐标值等参数的变化规律。这部分内容在第五章中给出。 
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第二章 三维双相材料基本解 

 

无限体受集中力作用，在弹性体内一点产生的位移及应力解，称为弹性力学基本解。这个基

本解可以通过位移法给出的平衡( navierelam −′ )方程、helmholtz 弹性势理论、 poisson 方程、

Newtonian势、 papkovich 张量应变方程得到。均质材料基本解由 Kelvin 最早求得。对于双相

材料，如果假设两种材料的连接方式是理想的，应用调和函数的镜像法，把两种材料各自满足

navierelam −′ 平衡方程的 NeuberPapkovich − 通解及 Kelvin 特解，代入广义 Hooke 定律及

界面处的位移边界条件中，就可以推导出在空间内部作用有集中力的空间弹性力学位移基本解。

再根据广义 Hooke 定律，可获得应力基本解。把边界条件带入机可得到面力基本解。 

本章利用以上方法，得到裂纹面坐标系下，在无限远处受载荷 ∞
zxτ ， ∞

zyτ ， ∞
zσ 时，三维双相

材料与界面垂直坐标系下位移基本解。然后利用弹性理论及边界条件得到相对应的面力基本解。

进而利用直角坐标系下张量变换规则，得出三维双相材料在界面斜交坐标系下位移及面力基本

解。 

 

2.1 基本理论 

 

2.1.1 弹性力学基本方程 

 

连续、均匀、各向同性弹性体在体积力 if ，面力 it 和边界约束作用下保持平衡。位移 iu 、应

变 iε 和应力 ijσ 在小变形条件下满足如下的弹性力学基本方程： 

平衡方程：  

                      0, =+ ijji fσ            Vx∈                             (2.1) 

几何方程：           

                     )(
2
1

,, ijjiij uu +=ε       Vx∈                              (2.2) 

物理方程：  

                     ijijij µελθδσ 2+=       Vx∈                             (2.3) 

边界上面力和应力关系： 

                      ijij tn =σ                 Sx∈                            (2.4) 

在以上各式中，x 为坐标向量， ijδ 是 kerKronec  δ 函数，V 表示弹性体，S 为弹性体边界，

jn 为边界 S 的外法线方向余弦， kku ,=θ 是体积变形， µλ, 为拉梅常数。在弹性体边界 S 上，通
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常有如下的边界条件： 

ii uu =                 uSx∈                            (2.5) 

ijiji tnt ==σ           tSx∈                            (2.6) 

其中
uS 和

tS 分别表示边界 S 上给定位移 iu 和面力 it 的部分。在实际问题中若在边界的同一

部分上既有位移条件，又有面力条件，则此时位移条件与面力条件应该互补，即位移分量若为未

知，则对应面力分量为已知，反之亦然。弹性力学问题就是要求在给定体力和边界条件下，求解

以下的偏微分方程组： 

u

t

ii

ijij

ijjiijkkij

ijji

Sx
Sx
Vx
Vx

uu
tn

uuu
f

∈
∈
∈
∈

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=

++=
=+

σ
µδλσ

σ
)(

0

,,,

,

                                (2.7) 

  

2.1.2 Betti互等定理 

 

设在体力 if 和面力 it 作用下，弹性体内 V 将产生位移场 iu ，又设同一弹性体在另外一组体

力 if ′ 和面力 it ′的作用下将产生位移场 iu′，有如下积分等式存在： 

        i i i i i i i iS V S V
t u dS f u dV t u dS f u dV′ ′ ′ ′+ = +∫ ∫ ∫ ∫                             (2.8) 

贝蒂互等定理表达了同一个弹性体的两个不同的解之间存在的关系，即第一组外力在第二组

外力作用下所产生的位移场所做的功等于第二组外力在第一组外力作用下所产生的位移场上所

做的功。 

 

2.1.3 Somigliana 位移公式 
 

无限域中，边界Γ将其分为有限域Ω及无限域 ′Ω ， ′Γ 为无限域的边界。 p 为由 ′Ω 、Ω、

Γ组成的无限域内的任意一点， q 为Γ上的任意一点， ( , )ijU p q 、 ( , )ijT p q 为Ω域内 p 点位移

及面力的 kelvin 解。则 Somigliana 位移公式可表示为：     

   ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )j ij i ij i ij iV
u p U p q t q d q T p q u q d q U p q f q dV

Γ Γ
= Γ − Γ +∫ ∫ ∫   (2.9) 

如果弹性体边界Γ上的位移 iu 和面力 it 全部已知，则弹性体内任意点的位移值均可积分确

定。因为此时场点 q 在边界Γ上，源点 p 在域 V 内。 
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2.1.4 其它基本方程 

 

位移间断法基本公式:设在边界Γ两侧的面力是连续的，即 ( ) ( )i it q t q− += ，位移是不连续的

( ) ( ) ( )i i iu q u q u q+ −= − ，则由 Somigliana 位移恒等式，位移间断法基本公式为： 

                   ( ) ( , ) ( ) ( )i ij ju p T p q u q d q
Γ

= − Γ∫                            (2.10) 

navierelam −′ 平衡方程：     

                   0)()()( 22 =+Ψ∇×∇+Φ∇∇+ fµµλ                        (2.11) 

helmholtz 弹性势：    

                  
⎩
⎨
⎧

=Ψ∇
Ψ×∇+Φ∇=

02

u
                                           (2.12) 

poisson 方程：     

                  02 =∇ w                                                    (2.13) 

Newtonian势：      

               fF =∇2                                                    (2.14) 

papkovich 张量方程： 

         
3 5

3

31 (1 2 )
8 (1 )

12 (3 4 )
8 (1 )

k k ij i j j i k k i j
ij

j i ji
ij

p r p r p r p r r r
v

v

p r rpu v
v

ζ ζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ

δ
σ

π ρ ρ

µ
π ρ ρ

⎧ ⎛ ⎞− − •
= − −⎪ ⎜ ⎟−⎪ ⎝ ⎠

⎨
⎛ ⎞⎪ = − −⎜ ⎟⎪ − ⎝ ⎠⎩

           (2.15) 

其中： 

ρπ )21(8 v
pB i

i −
−= ；

ρπ
ζβ

)21(8 v
pii

i −
−= ； ))(( iiii xx ζζρ −−= ； ζζ −= xr  

 

2.2 位移基本解 
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弹性力学问题的基本解是应用超奇异积分方程与边界元方法的基础。为此，本文根据上节中

提到的方法，具体分析了三维双相材料裂纹面坐标系下的基本解表达式。在此，我们只以界面一

侧(I)为例。为了书写简单方便，我们取上标 I 或不应用上标。以后除特别声明，一般都是采用界

面一侧(I)的半空间中的基本解来讨论有关的力学问题。   

 

图 2.1 双相材料示意图 

 

 

2.2.1 界面坐标系下基本解 

 

如图 2.1所示，两三维半无限体结合，假定平面界面理想结合，并且位于直角坐标系 ix (i=1,2,3)

的 1 2x ox 平面内；上半空间区域用 I 表示，下半空间区域用 II 表示，空间区域 I 和 II 的材料常数

分别用剪切弹性模量 21,µµ 和泊松比 21, vv 表示。设在上半空间区域点 1 2 3( , , )p ξ ξ ξ 作用集中力

),,( 321 FFFF 。则复合材料空间位移场基本解可表示为: 

     )()1(
2
1

,1
1

j
I

ik
I

ij
I

ij
I xG Ψ+Φ−Φ+= κκ

µ
                                   (2.16) 

    )()1(
2

1
,

IIIIII
2

2

I
jikijij

I xG Ψ+Φ−Φ+= κκ
µ

                                  (2.17) 

其中, 321 ,,k,j,i = , 21，=m ； ij
mΦ 、

m
ijψ 为 NeuberPapkovich − 势函数。各分量表达式如下： 

   ( ) ( )
11 33

1 1 2(1)

1 1 1
2 ( 1)

I II I II

r rπ κ
⎛ ⎞

Φ = Φ = +⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
                                   (2.18) 

1 2 3( , , )p ξ ξ ξ−

1 2 3( , , )p ξ ξ ξ

1 2 3( , , )Q x x x

1 2( , , 0)x x

1F 2F

3F

1 1( )x ξ
2 2( )x ξ

3 3( )x ξ
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1(3) 1(3) 1 2
1(3)2 2

1 2 3 2

2
2 ( 1)

I x A S A
r r r

ξ κ ξ
π κ

− ⎛ ⎞−
Φ = −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

                                        (2.19) 

2
22

1 1

1
2 ( 1)

II A
r

κ
π κ
+

Φ =
+

                                                            (2.20) 

2
1 1 1 1 1 2 1 1

1
1 3 3 3 1 2

( ) 2 ( )
2 ( 1) 2

I x A B S A S S
r r r r r

ξ κ κ κ ξ ξ ξ
π κ

⎡ ⎤⎛ ⎞− + − −
Ψ = − − −⎢ ⎥⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎣ ⎦

                  (2.21) 

1 2 2 2
22 3

1 1 2 2

1 1 2 ( )
2 ( 1)

I A A x
r r r

κ ξ ξ
π κ

⎛ ⎞+
Φ = + +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

                                     (2.22) 

1(3) 1(3) 2
1(3)2

1 1 4

( )( 3)
4 ( 1)

II x A S C
r r

ξ κ
π κ

− − +
Φ =

+
                                            (2.23) 

21 22
2 3(4)

1 1 2 1

1 2(1) log
2 ( 1)

I II A
C r

r r
κ ξξ

π κ
⎛ ⎞

Ψ = − − +⎜ ⎟
+ ⎝ ⎠

（ ） （）

（）

                              (2.24) 

23 3 2 3
3(1) 2 2 2

1 4 1 1 1(3)

( 1)2
2 ( 1) 2 ( 1)

II x A S SA B S
r r r

ξ κ ξκ κ ξ
π κ π κ

⎛ ⎞− − +
Ψ = + − − −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

               (2.25) 

其中： 

2 2 2
1 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )r x x xξ ξ ξ= − + − + −  

2 2 2
2 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )r x x xξ ξ ξ= − + + + −  

3 2 2 2r r x ξ= + +  

4 2 2 2r r x ξ= + −  

1 2

1 1 2

A µ µ
µ κ µ

−
=

+
 

2 1 1 2

2 2 1

B κ µ κ µ
µ κ µ

−
=

+
   

1 2

1 2

S µ µ
µ µ
−

=
+
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b

S∈

a

a

r

1

1

v
µ

2

2

v
µ

)( 33 ξx

)( 22 ξx
0ξ

P

θ

)( 11 ξx

 

2.2.2 与界面垂直坐标系下位移基本解 

 

图 2.2 三维双相材料与界面垂直裂纹面示意图 

 

如图 2.2 所示，设在 21 xx − 面上存在空间任意形状裂纹 S ，在无限远处所受载荷为 ∞
zxτ ，

∞
zyτ ，

∞
zσ 。当基本解满足 RiemannCauchy − 条件，利用位移形式的 navierelam −′ 平衡方程，及边界元形

式下的 Somigliana积分恒等式，则在图 2.2 所示坐标系下三维双相材料位移基本解可表示为：  

1 2 2
31 1 1 3 3 3 3 5 2

1 1 1 2 2 2 3

1 1 6( )( )
4 ( 1)

I A Ax Cu x x
r r r r r

κ ξξ ξ
µ π κ

⎛ ⎞
= − − + − −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

                     (2.26) 

1 2 2
13 1 1 3 3 3 3 5 2

1 1 1 2 2 2 3

1 1 6( )( )
4 ( 1)

I A Ax Cu x x
r r r r r

κ ξξ ξ
µ π κ

⎛ ⎞
= − − + − −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

                     (2.27) 

2 2 1 2 2 2 2 2 2 1
32 3 3 3 3 5

1 1 1 2 2 2 3

1 ( ) ( ) 6 ( )( )
4 ( 1)

I x A x Ax x Cu x
r r r r r
ξ κ ξ ξ ξξ

µ π κ
⎛ ⎞− − +

= − + + −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
       (2.28) 

2 2 1 2 2 2 2 2 2 1
12 1 1 3 3 5

1 1 1 2 2 2 3

1 ( ) ( ) 6 ( )( )
4 ( 1)

I x A x Ax x Cu x
r r r r r
ξ κ ξ ξ ξξ

µ π κ
⎛ ⎞− − +

= − + + −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
        (2.29) 

2 2 1 2 2 2 2 2 2 1
21 1 1 3 3 5

1 1 1 2 2 2 3

1 ( ) ( ) 6 ( )( )
4 ( 1)

I x A x Ax x Cu x
r r r r r
ξ κ ξ ξ ξξ

µ π κ
⎛ ⎞− − +

= − + − +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
        (2.30) 
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2 2
1 2 2 2 2 2 1 2 2

3 3 3
1 1 2 2 2

22 2
1 1 2 2 2 2

5
2

( ) 2 ( )
1

4 ( 1) 6 ( )
I

x C Ax A x
r r r r r

u
Ax x

r

κ ξ ξ κ ξ

µ π κ ξ ξ

⎛ ⎞− +
+ + − +⎜ ⎟

⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ +
+⎜ ⎟
⎝ ⎠

                 (2.31) 

3 3 2 2 1 2 2 2 2 2 2 1
23 3 3 5

1 1 1 2 2 2 3

( ) ( ) 6 ( )
4 ( 1)

I x x A x Ax x Cu
r r r r r

ξ ξ κ ξ ξ ξ
µ π κ

⎛ ⎞− − − +
= + − +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

               (2.32) 

2 2
1 3 3 4 2 2 1 3 3

3 3 3
1 1 2 2 2

33 2 2
1 1 2 2 3 3 3 3

5 3
2 3 2 2

( ) 2 ( )
1

4 ( 1) 6 ( ) ( )
I

x C Ax A x
r r r r r

u
Ax x C C x

r r r r

κ ξ ξ κ ξ

µ π κ ξ ξ ξ

⎛ ⎞− −
+ + + +⎜ ⎟

⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ − −
− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                     (2.33) 

I
iju 的第一个下标 i 表示点 p 在 ix 坐标方向的位移分量，第二个下标 j 则表示作用于点 q 的单位集

中力指向 jξ 坐标方向； I 表示复合材料中的某一材料。其中： 

2
1 1 1

1 ( 2 )
2

C A S B A Sκ κ κ= − + + −  

2
1

1 2
A BC κ −

=      

2
1

2 2
B AC κ+

=  

3 2 4C C C= −  

4 1 1(1 )C A Sκ κ= − + +  
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)( 33
∗∗ ξx

)( 22
∗∗ ξx2

2

v
µ

1

1

v
µ

)( 11
∗∗ ξx

)( 22 ξx

)( 11 ξx

)( 33 ξx

θ

S

2.2.3 在界面斜交坐标系下位移基本解 

 

图 2.3 三维双相材料界面斜交裂纹面示意图 

 

为了在以后章节计算和推导过程中，公式简洁，特规定： 

 n
mm

n
m xX )( ** ξ−= ；

qq
p pC )(cos θθ = ；

qq
p pS )(sin θθ = ； 3,2,1==== qpnm  

如图 2.3 所示，利用直角坐标系下张量变换规则，通过推导，三维双相材料在界面斜交坐标系

下位移场基本解表达式为： 
2 * * * * 2

1 1 4 2 3 2 3 1
3 3 2

1 1 2 2 3 2 3
11 2 * * * * 2

1 1 1 1 2 3 2 3 1
3 5

2 2

X 2 ( C S )( C S ) CX
1

4 ( 1) X 6 ( C S )( C S )X
I

C A x x C
r r r r r r r

u
A A x x

r r

θ θ θ θ

θ θ θ θ

κ ξ ξ

µ π κ κ ξ ξ

⎛ ⎞− −
+ + + + −⎜ ⎟

⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ − −
+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (2.34) 

2 3 1 2 3 1
3 3

1 2 2 31
12 * * * * * *

1 1 1 2 3 2 3 2 3 3
5

2

(X C X S ) (X C X S )
X

4 ( 1) 6 ( C S )( C S )(X C ( )S
I

A C
r r r r

u
A x x x

r

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

κ

µ π κ ξ ξ ξ

⎛ ⎞− −
+ −⎜ ⎟

⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ − − − +
+⎜ ⎟
⎝ ⎠

            (2.35) 

* * * *
1 2 3 1 2 3 2 3

13 3 3 5 2
1 1 1 2 2 2 3

X (X S X C ) 1 6 ( C S )( C S )
4 ( 1)

I A A x x Cu
r r r r r

θ θ θ θ θ θκ ξ ξ
µ π κ

⎛ ⎞+ − −
= + − −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

           (2.36) 

2 3 1 2 3
3 3

1 21
21 * * * *

1 1 2 3 2 3 2 3 1
5

2 2 3

(X C X S ) (X C X S )
X

4 ( 1) 6 ( C S )( C S )(X C X S )
I

A
r r

u
A x x C

r r r

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

κ

µ π κ ξ ξ

⎛ ⎞− −
+ −⎜ ⎟

⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ − − −

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

             (2.37) 



中国农业大学硕士学位论文                                                 第二章三维双相材料基本解 

 13

2 3 1 2 3
3 3

1 22 3
23 * * * *

1 1 2 3 2 3 2 3 1
5

2 2 3

(X C X S ) (X C X S )
X S X C
4 ( 1) 6 ( C S )( C S )(X C X S )

I

A
r r

u
A x x C

r r r

θ θ θ θ

θ θ

θ θ θ θ θ θ

κ

µ π κ ξ ξ

⎛ ⎞− −
+⎜ ⎟

+ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ − − −
− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (2.38) 

* * * *
1 2 3 1 2 3 2 3

31 3 3 5 2
1 1 1 2 2 2 3

X (X S X C ) 1 6 ( C S )( C S )
4 ( 1)

I A A x x Cu
r r r r r

θ θ θ θ θ θκ ξ ξ
µ π κ

⎛ ⎞− − −
= + − −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

          (2.39) 

2 3 1 2 3 1
3 3

1 2 2 32 3
32 * * * *

1 1 2 3 2 3 2 3
5

2

X C X S (X C X S )
X S X C
4 ( 1) 6 ( C S )( C S )(X C X S )

I

A C
r r r r

u
A x x

r

θ θ θ θ

θ θ

θ θ θ θ θ θ

κ

µ π κ ξ ξ

⎛ ⎞− −
+ −⎜ ⎟

+ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ − − −
+⎜ ⎟
⎝ ⎠

                 (2.40) 

2 * * * *
1 2 3 4 2 3 2 3

3 3
1 1 2 2

2 2
1 2 3 2 3

33 3 3
1 1 2 3 2 2

* * * * 2
2 3 2 3 2 3

5
2

(X S X C ) 2 ( C S )( C S )

1 (X S X C ) (X S X C )
4 ( 1)

6 ( C S )( C S )(X S X C )

I

C A x x
r r r r

A Cu
r r r r

A x x
r

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

κ ξ ξ

κ
µ π κ

ξ ξ

⎛ ⎞+ − −
+ + +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +

= + − −⎜ ⎟
+ ⎜ ⎟

⎜ ⎟− − +⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (2.41) 

其中： 

2*
3

*
3

2*
2

*
2

2*
1

*
11 )()()( ξξξ −+−+−= xxxr  

))((4 *
3

*
2

*
3

*
2

2
12 θθθθ ξξ SxCxSCrr −−+=  

θθ ξξ SxCxrr )()( *
3

*
3

*
2

*
223 +−++=  

 

2.3 面力基本解 
 

2.3.1 与界面垂直坐标系下面力基本解 

 

对位移基本解公式(2.26)—(2.33)应用弹性基本理论、边界条件，经过推导简化，可得到三维

双相材料与界面垂直裂纹面坐标系下面力基本解表达式为： 

1 1 1 5 2 2 1 2 2 2
13 3 3 5 5 2

1 1 2 2 2 2 3

( ) 1 6 3 (3 ) ( )
2 ( 1) 4

I x C Ax A x x CT
r r r r r r

ξ κ ξ κ ξ
π κ

⎛ ⎞− − − +
= + + − +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

              (2.42) 
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1 2 2 6 2 2 1 2 2 2 2 2
3 3 5

1 2 2
23 2

1 1 2 2 2 1
5

2 2 3

( 1)( ) ( ) 3 ( 1) 6 ( )
21

2 ( 1) 3 (3 ) ( )
I

x C x A Ax x
r r r

T
A x x C

r r r

κ ξ ξ κ ξ ξ ξ

π κ κ ξ

− − + + − +⎛ ⎞− + +⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ − +
− −−⎜ ⎟
⎝ ⎠

         (2.43) 

2 2 1 8 2 2 1 2 2 2
33 3 3 5 5 2

1 1 2 2 2 2 3

( ) 1 18 3 (3 )( ) 3
2 ( 1) 2

I x C Ax A x x CT
r r r r r r

ξ κ ξ κ ξ
π κ

⎛ ⎞− − − +
= + + − +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

             (2.44) 

2 2
1 1 1 4 1 2 2 1 1 1

3 5 3 5 5
1 1 2 2 23

11 2 2 2
1 2 2 1 1 1 1 1 1

7 2 2 3 3 2
2 2 3 2 3 2 3

( 1) 3( ) 6 3 ( )
2 2

2 ( 1) 30 ( ) 2 ( ) ( )
I

x C A Ax A x
r r r r rxT

Ax x C C x C x
r r r r r r r

κ ξ κ ξ κ ξ

π κ ξ ξ ξ ξ

⎛ ⎞− − − −
+ + + +⎜ ⎟

⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ − − −
− + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (2.45) 

1 1 3 2 2 1 2 2 2 2 2 2 1 1
21 5 5 7 2 2 3

1 1 2 2 2 3 2 3

( ) 3( ) 3 ( ) 30 ( )
2 ( 1)

I x x x A x Ax x C CT
r r r r r r r

ξ ξ κ ξ ξ ξ
π κ

⎛ ⎞− − − +
= + − + +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

      (2.46) 

2
1 3 4 1 2 2 1 3

3 5 3 5 5
1 1 2 2 21 1

31 2 2 2
1 2 2 3 3 3

7 2 3 2 2 3
2 2 3 2 3 2 3

1 3 6 3
2 2( )

2 ( 1) 30 2
I

x C A Ax A x
r r r r rxT

Ax x C Cx Cx
r r r r r r r

κ κ ξ κ
ξ

π κ ξ

⎛ ⎞− −
+ + + +⎜ ⎟

− ⎜ ⎟=
⎜ ⎟+
− + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                     (2.47) 

2 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2
5 5 5 7

1 2 2 21 1 3
12

1
1 2 2 3

2 3 2 3

3( ) 3 ( 1) 3 ( ) 30 ( )
( )

1 1 12 ( 1) ( )( )
2

I

x A x A x Ax x
r r r rx xT
C C

r r r r

ξ κ κ ξ ξ ξ
ξ

π κ

− − + +⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟− ⎜ ⎟=
+ ⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

      (2.48) 

2
2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2

5 5 3 5 5
1 1 2 2 23

22 2
1 1 2 2 2 2 2 2 1

5 7 2
2 2 2

3( ) 1 6 3 ( 1) ( )
2 2

2 ( 1) 3 ( ) 30 ( )
2

I

x C A Ax A x x
r r r r rxT

A x Ax x C
r r r

ξ κ κ ξ κ ξ

π κ κ ξ ξ ξ

⎛ ⎞− − − + +
+ + − −⎜ ⎟

⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ + +
+ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (2.49) 

1 2 2 1 2 4 1 2 2 2 2 2 2
3 3 3 5

1 2 2 2
32

1 2 2 11
5

2 2 3

( 1)( ) ( 1) ( )( ) 6 ( )
2 21

3 ( 1)2 ( 1)
2

I

x A x C A x Ax x
r r r r

T
A x C C

r r r

κ ξ κ κ ξ ξ ξ

κ ξπ κ

− − − − + +⎛ ⎞− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟=

− −+ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (2.50) 

I
ijT 的第一个下标 i 表示源点(加载点) p 在 ix 坐标方向的面力分量，第二个下标 j 则表示作用于场

点 q 的单位集中力指向 jξ 坐标方向。此结果由 Qin (2002) 最早得到。其中：  

5 1 1 1( 1)C mA Aκ κ κ= + −  
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2
1

6 1 1
1

(3 ) (4 3)
2( 1)

C A Aκ
κ κ

κ
−

= − −
−

 

1 1
7

1

3 (3 )
1

AC κ κ
κ

−
=

−
 

8 1 1 1 1( 1) ( 1) 3C mA S Aκ κ κ κ== + + + −  

 

2.3.2 在界面斜交坐标系下面力基本解 

 

为了在以后章节计算和推导过程中，公式简洁，特规定：
*
ix , *

iξ 仍 ix , iξ 表示， 3,2,1=i 。

对位移场基本解公式(2.33)—(2.41)应用弹性基本理论、边界条件，就可以得到三维双相材料在界

面斜交坐标系下面力基本解表达式为： 

 

( )

11
1

2 2
1 3 2 4 2 1 2 1 2 4 2 2 1 2 1

3 3 3
1 2 2 3

2 2 2
1 2 3 3 1 1

2 3 2 2 25 2 2 3 2 2 2
1 3 2 3 2 3 2 3

2

1( , )
4 ( 1)

( ) ( 2 ) ( ) 2

3 ( ) 1 2 ( ) ( )

(15

T x

C x S X C C AS A C x A S C S AS A S x CS X
r r r r

X S X x C x CS X X C C C x S S x S
r r r r r r r r

SA

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ θ θ

ξ
π κ

κ κ κ ξ κ

ξ

ξ

=
+

− − + − + + − −
+ +

⎛ ⎞+ +
− + + + + + + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

+
2 2 3 2 2 2 2
2 2 2 2 3 2 3 2 2 2 2 3 2

7
2

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 3 2 2 4 3 1 3 3 1 2 2 1 2

5
2

2 2 ) 2 2 2

((2 ) 2 ) ( 2 3 )

C C C S S x x S C x C x C S x S S x
r

AC C AS x x AS C x AS x X x A C C AC x A S
r

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

ξ ξ

ξ ϕ κ κ ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − − + + + −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− + − + + − −⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.51) 
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12
1

2 2
2 3 2 2 2 2 3 2 3 3 2 1 1

2 5 3 2
2 1 2 3

1 3 2 3 2 2 1 2 3 2 1 2 2 2 2
1 5

2

1 2 3 1 1
1 1 23 3 2 2

2 2 3 2 3

1( , )
4 ( 1)

( )3

( ) ( 2 2 )3

(

T x

x x S C x C x S x C x C x S X C S XA
r r r r

C x x S S S C C x C C C C S xAX
r

S X S X C x C CA X C
r r r r r

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ

ξ
π κ

ξ ξξ

κ κ ξ κ ξ

κ

=
+

+ − + − +
− − +

− + − − + +

⎛ ⎞− +
+ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )

3 2 2

2 *
1 2 2 3 2 3 2 3 2 2 2 2 1

7
2

2
1 2 3 1

1 2 33 2 2 3 5
2 3 2 3 2

2
1 1 2 1 3 2 3 3 2 3

5 3 2
1 2 3

)

15 (2 ) ( )( ) ( )

3 ( )( )

3 ( ) ( )

x S x

AX C x S x C X S x C x S x S X C x X
r

C C A S X C x XX S X C x
r r r r r

X S X X C X x C X x S x C S X C x
r r r

θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ
θ θ

θ θ θ θ θ θ

ξ

κ

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜ +
⎜
⎜

− − + − +⎜+⎜
⎜
⎜ ⎛ ⎞ +
− + + +⎜ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + − +
+ −
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎠               (2.52) 

1
13

1

1 1 1 1 1 1
3 3 2

1 2 2 3
2 2 2

2 3 53 2 2 38 3 2 39 2 40 2 3 1 2 3 2
3 5

2 3 2

1 2 3 23 2 2
2 3 2 3

( , )
4 ( 1)

( 2 2 ) ( 2 2 ) 3

2 ( ) 3 ( )

1 1 (

XT x

m C C m C A A C A C Cm C mC CmC CC
r r r r

CmS S X C x x x x x x A C mC x m
r r r

C m S x C
r r r r

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ

ξ
π κ

κ κ κ κ

ϕ ξ ϕ ξ ϕ ϕ κ ξ

=
+

− − − − − − + + +
+ +

′ ′+ + + + + +
+ +

⎛ ⎞
− + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2
1 2 2 3 3

2 5
1

2 2
2 2 2 2 2 2 3 23 3 2 15 2 2

2 3 2 7 7
2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 3 2 37 2 3 2

2
2 2 2

2 3 2

)

( ) ( )15

30 ( ) 15 ( )

30 ( )

mX mC X S X x mC xx
r

mS C mC S mS S mC C x x xAS x
r r

AC mC C mS S x AS mC C mS S x x x

AC S C m C Sx x

θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ
θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

ξ ϕ ξ ϕ ξξ

ξ ξ ϕ ξ

ξ

′+ + +
+

′ ′+ − + +
− −

′ ′− − − −

′− +
−

( )

7
2

2
1 2 2 3 2 2 3 2 3 22 3 3 2

2 3 2 3

2 ( ) ( )

r

C C mX mS X C x S x mC x C x S
r r r r θ θ θ θ θ θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞⎜ ⎟′ ′− + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠    (2.53) 
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( )

2 3 3 3 2 2
2 2 2 3 2 2 3 2 2 2 24 2 2 17 2 3

5 7 5
1 2 2

1
1 2 3 2 2 23 2 2 3 3

2 3 2 3 1 21
21 2 2 2 2

1 1 2 2 4 3 2 20 3 2 2 2 3 3 2 3
5

2

1.5 15 ( 2 )

1 1 ( )
( , )

4 ( 1) 1.5 15 (

S X X x AS x C x x x x x
r r r

S A SC X S x C C x S
r r r r r rXT x

A S x x Ax x x x x
r

θ θ θ

θ θ
θ θ θ θ

θ

ξ ξ ϕ ξ ϕ

κ

ξ
π κ κ ξ ϕ ξ ϕ ξ ξ

− − + +
+ +

⎛ ⎞
+ + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠=

+ − − + + −
− + 7

2
2 3 2 2 2 3

2 3 2 2 2 3 2 3 2 2 2
7

2

)

15 ( 0.5 )

r

AS x x S x x C x
r

θ θ θξ ξ ξ ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− + +⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (2.54) 

22
1

2 2 2
2 19 2 3 54 2 3 18 2 2 16 2 14 2 1 3 18 3 2

5 7
2 2

2 2 2
1 2 8 3 2 2 2 1 2 2 1 1 1

5 3 3 2
2 1 2 2 3 2 3

2 2 2 2 3
2 3 2 2 1 2 3 3

5
1 2

1( , )
4 ( 1)

( 6 )

6 ( ) 2

3 (3 ) 3 1

T x

x x x x x A S x x
r r

A C x S C X A S A C CC CC
r r r r r r r

S X x S x A x C x
r r

θ

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ

ξ
π κ

ϕ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ κ ϕ ξ

κ ξ ϕ ξ κ ξ κ

κξ

=
+

+ + + + −
+

+ − +
+ + + − +

+ − +
+ −

( )

1 2 2 2 3 23 2 2
3 2 3

2 3 2 2 2 4 2
2 14 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2

7
2

2 2
2 24 2 3 2 34 3 2

7
2

1 ( )

30 15 (3 4 )

( )

C S x C x
r r r

x x x AC S x x X A S S C C x x
r

x x x x
r

θ θ

θ θ θ θ θ θ

ξ

ϕ ξ ξ ξ ξ

ϕ ξ ϕ ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟+ − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟+ − + −
+⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+
⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

（ ）

               (2.55) 

23
1

2 2 2 2
12 2 13 2 5 3 2 2 3 3 1 2 43 2 41 2 1 2 2 3

3 5 3
1 1 2

2 2 2 2 2 2
65 2 2 66 2 2 3 67 2 2 44 3 2 45 2 3 1 2 2 3 2 46 2 3

5
2

3
47 2 1

1( , )
4 ( 1)

( ) 3 ( )3

1.5 ( 1)

1.5

T x

x x C X x S x X C X x AS m S S S xm
r r r

x x x x x x x A S mS x x x
r

x A

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ

ξ
π κ

ϕ ϕ ξ ϕ ϕ ϕ ξ κ

ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ κ ξ ϕ

ϕ κ

=
+

+ + + + + + −
− +

′+ + + + + + +
+

+
+

( )

2 3 2 3
2 2 1 1 2 3 41 3 1 2 3

5 2
2 2 3

21 1 1
1 2 2 3 2 2 3 2 3 23 2 2

2 3 2 3 2 3

3 2 2 2 2 3
48 2 3 68 2 2 3 29 2 3 75 2 3 2 27 2 3 56

(2 ) 3 ( ) ( )

( ) ( )

mC mS mA X C X S x x mCS S X x
r r r

C C C CmmX mS x x S X mC x C x S mC
r r r r r r

x x x x x x x x x x x

θ θ θ θ θ θ

θ
θ θ θ θ θ

ξ κ ϕ

ξ

ϕ ϕ ξ ϕ ϕ ξ ϕ ϕ

′ ′− + + + +
−

⎛ ⎞ +′ ′ ′+ + + + + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + + + +
+

2 2 2 3
2 3 2 21 3 2 30 3 2

7
2

4 4 2 2 2 2 2 2 2 2
9 3 61 2 10 2 2 1 2 2 2 2 2 3 3 2 3

7
2

( )

x x x
r

x x x X C x C x S x x C x S x
r

θ θ θ θ θ

ξ ϕ ξ ϕ ξ

ϕ ϕ ϕ ξ ξ ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+ +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− + + − + − − −⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (2.56) 
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( )

1
31

1

2 3 2 31 4 1 2 3
3 3 5 2

1 2 1 2 3
2 2 2

2 3 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2 2 3
2 2 2 2

2 3 2 2 3 2 2
2

( , )
4 ( 1)

3( ) ( 1) 2 ( )

( ) (2 ) ( ) (2 )

( ) (2 ) ( ) (215

XT x

S X C x S X C xS C A S CS S X C x
r r r r r

S S x x C x S x S S C x C x S x

C C C x C x S x S S S x CA

θ θ θ θθ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ
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ξ
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ξ

ξ

=
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)
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(
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r
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θ
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θ
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⎜ ⎟
⎜ ⎟
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⎜ ⎟
⎜ ⎟
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⎝ ⎠     (2.57) 
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r
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    (2.58) 
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33
1
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3 3 3 7.5

1 1

T x

x X x x CmC x AmC S C x S m
r r r r

X mC x mS X X mC X x x X CmS AmS x
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2 3 2 2 2 2 2 4 2 3
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r
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θ
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+
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θ θ θ θ θ θ θ θ θ

ξ
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⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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⎜ ⎟
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⎟
⎟

     (2.59) 

此结果为首次得到。 

 

2.4 本章小结 

 

本章应用张量变换及弹性理论，对已有三维双相材料位移基本解做了进一步整理。推导出三

维双相材料与界面垂直坐标系下空间位移、面力基本解表达式。推导出三维双相材料在界面斜交

坐标系下空间位移、面力基本解表达式。 
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第三章 三维双相材料裂纹问题的超奇异积分方程组 
 

在弹性力学中，边界积分方程、变分原理和基本微分方程是等价的。这三条途径在理论上都

可以求出弹性力学的唯一解。但已有力学解析解几乎全部是用基本微分方程来求出的。对于数值

解，情况有所不同，由基本微分方程导致有限差分法，由变分原理出发导致有限元法，由边界积

分方程出发导致边界元法。 

本章在前面已有的面力基本解基础上，应用弹性力学的物理方程，可以得到弹性体内任意点

的应力积分表达形式，然后再利用边界条件及超奇异方法( Joakimidis 1982 )通过复杂的推导，

把三维双相材料与界面垂直裂纹问题及与界面斜交裂纹问题各自归结为求解一超奇异积分方程

组问题。并对三维双相材料与界面垂直裂纹问题，使用有限部积分方法，以位移间断为未知函数，

通过分析裂纹尖端应力场奇异性指数得到应力强度因子的计算公式。 

 

3.1 与界面垂直裂纹问题的超奇异积分方程组 
 

三维双相材料内部任一点位移，由公式(2.10)确定，而在相应点上的应力分量可以通过一定

的关系式求得。对于 x 点上在 k 方向上的位移是： 

( ) ( , ) ( ) ( )k ki iS
u x T x u dξ ξ ξ= Γ∫                                                     (3.1) 

将公式(2.9)代入公式(2.3)中，可以求出三维双相材料内部任意一点应力为： 

( ) ( , ) ( ) ( )ij kij kS
x S x u dσ ξ ξ ξ= Γ∫                                                   (3.2) 

其中 kijS 被称为应力积分核函数。  

 

3.1.1 应力积分核函数 kijS 推导 

 

通过对公式(2.42)—(2.50)的面力基本解进行求导，再应用弹性理论及边界条件，经过繁杂的

推导，简化后可得到三维双相材料与界面垂直裂纹面坐标系上的应力积分核函数 kijS 表达式： 
 

2 2 2 2
1 1 1 1 3 3 1 1 1 4

3 5 7 3
1 1 1 1

2 2 2 2
1 1 4 2 2 1 1 3 2 2 1 1 3

113 7 7 9
1 1 2 2

2 2
1 1 3 3 4 3 5 2

2 3 2 3 2 3

1 3(3 )[( ) ] 15 ( ) 7 4
2 4 4

9( ) 30 ( ) 210 ( )
( 1) 4

2 2 13 ( )

I

x x x x A C C
r r r r

A C Ax x x Ax x xS
r r r

C x x
r r r r r r

κ κ ξ ξ κ

µ κ ξ ξ ξ ξ
π κ

ξ

⎛ ⎞− − − + − + −
+ − − +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟= − + +

+ ⎜ ⎟
⎜ ⎛ ⎞⎜ − − − −⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎟
⎟
⎟

    (3.3) 
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3.1.2 与界面垂直裂纹问题的超奇异积分方程组 

 

如图 2.2 所示，把把公式(3.3)—(3.8)代入裂纹面 S 外 x 点应力公式(3.2)中，并应用边界条件，

通过繁杂推导简化，三维双相材料与界面垂直裂纹问题可归结为求一超奇异积分方程组问题，此

积分方程组具体表达式为： 

 

1 1 1
1, 1,3 3

1 1 1

1
00 3 33

1 1

1 3(3 ) ( , ) ( ) ( ) ( )
( 1) 2 4

1 ( , ) ( ) ( ) ( )
( 1)
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r r K x u dS p x
r r

K x u dS p x
r

αβ α β αβ β α
µ κ κδ ξ ξ ξ

π κ

µ ξ ξ ξ
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+ + = −⎪ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎪⎪

⎨
⎪ ⎛ ⎞⎪ + = −⎜ ⎟⎪ + ⎝ ⎠⎩

∫
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   (3.9)

其中： 
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结果最早由 Qin (2002)得到。 

 

=

=
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3.2 与界面斜交裂纹问题的超奇异积分方程组 
 
3.2.1 应力积分核函数 kijS 推导 

 

通过对公式(2.51)—(2.59)的面力基本解进行求导，再应用弹性理论及边界条件，经过繁杂的

推导，简化后可得到界面斜交裂纹坐标系下的应力积分核函数 kijS 公式： 
 

1
311
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⎜ ⎟
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⎝ ⎠

           (3.23) 

其中：
* *( )n n

m m mX x ξ′ = + ， ,m n为正整数。从 kijS 的具体表达公式可见，公式中出现了 nr
1

因子，

当内点靠近边界时，在靠近的边界上被积函数变化剧烈，数值积分时应考虑其对精度的影响。 

 

3.2.2 与界面斜交裂纹问题的超奇异积分方程组 

 

如图 2.3 所示，把公式(3.15)—(3.23)代入斜裂纹面 S 外超
*x 点应力公式中，并应用边界条件，

通过繁杂推导简化，则三维双相材料界面斜交裂纹问题可归结为求一超奇异积分方程组问题，此

积分方程组具体表达式为：

*
* * * * *1 1 1

1, 1, j j3 3
1 1 1

*
* * * * 1 3

3 3j j3
1 1

1 3(3 ) ( 1) ( )( ) ( , ) ( ) ( )
2 4

1 ( 1) ( )( ) ( , ) ( ) ( )

S

S

p xr r u K x u dS
r r

p xu K x u dS
r

α
αβ α β β α

κ κ π κδ ξ ξ ξ ξ
µ

π κξ ξ ξ ξ
µ

∗

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞− − +
+ + = −⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦
⎪
⎨
⎪ ⎛ ⎞ +⎪ + = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

∫

∫

   (3.24) 

其中： 2,1, =βα ；j=1,2,3 Sξ ∗ ∈ , ijK 为 

=

=



中国农业大学硕士学位论文                            第三章 三维双相材料裂纹问题的超奇异积分方程组 

 26

2 2 2 2 2 22 2 2
2 2 19 1 21 2 2 2 2 2 1 112 2 2 1 2

11 3 5 9 7
2 2 2 2

2 2 2 2
7 1 22 5 2 4 3 3 3

2 3 2 3 2 3 2 3

120 ( 3 4 )X

1 1 2 26S

x X AS x x S X X SxK
r r r r

X X C
r r r r r r r r

θ θ θ

θ θ

ξ ω ω ξ ξω ξ ω

ω

+ + −
= + − +

⎛ ⎞⎛ ⎞
′− + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

   (3.25) 

( )2 2 2 2
2 2 5 2 226 2 20 1 2 2 2 2 2

5 7 9
2 2 2

2 2 2
12 1 8 23 2 2 5 4 2 3 3

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

2 2 2
2 7 2 23 2 2 3 5 2 4 3 3 4

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

120 (3 4 ) (2 )

1 1 3 3 2S

1 2 1 2 21.5S

AS x x S Xx X x S x C X
r r r

K X C X
r r r r r r r r r r

X C X
r r r r r r r r r r

θ θ θ θ

θ θ

θ θ

ξ ωω ω ω ξ

ω

ω

′+ − ′+ −
+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞
′= − + + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛
′ ′+ + − + +

⎝

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 (3.26) 

( )

3 2 222 2 13 2
7 1 25 3 2 2 3 5 2 4 3 3 4

2 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

3 2
2 2 22 2 2

13 1 8 29 3 2 2 5 4 2 3 3
2 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

2
2 2 15 2 1 2

7
2

1 2 1 2 26S

2 1 1 3 3 2S

120 ( 1)

x X X C X
r r r r r r r r r r r

S xK X C C X
r r r r r r r r r r r

AS x x S X
r

θ θ

θ
θ θ θ

θ θ

ω ω ω

ω ξ ω

ξ ω κ

⎛ ⎛ ⎞′ ⎛ ⎞+ ′− + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
′= − + + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

′− −
−

⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (3.27) 

( )2 2 2 2 2
2 2 5 2 226 2 20 1 2 2 2 2 2

5 7 9
2 2 2

2 2 2
21 1 8 23 2 2 5 4 2 3 3

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

2 2 2
2 7 2 23 2 2 3 5 2 4 3 3 4

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

120 (3 4 ) (2 )

1 1 3 3 2S

1 2 1 2 21.5S

AS x x S Xx X x S x C X
r r r

K X C X
r r r r r r r r r r

X C X
r r r r r r r r r r

θ θ θ θ

θ θ

θ θ

ξ ωω ω ω ξ

ω

ω

′+ − ′− −
+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞
′= + + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛
′ ′+ + − + +

⎝

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

  (3.28) 

2 2 2 2 2 4 2
2 2 27 17 2 14 2 2 9 2 2 10 2 2 2 2 2 2 2 2

22 5 7 9
2 2 2

2 2 2 4 4 18
2 7 2 22 3 2 2 3 5 2 4 3 3 4 3

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2

x 60 ( ) (4 )

1 1 2 1 2 21.5S 2

X AS x x X x S x C XK
r r r

C X C X
r r r r r r r r r r r r r

θ θ θ

θ θ θ

ξ ω ω ω ξ ω ξ ω ω ξ ξ

ωω

′ ′ ′+ + + −
= + −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′ ′− − + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  (3.29) 

( )22
2 2 2 1 2 2 2 2 11 2 216 2 2 24 2 25 2 2

5 7
2 2

3 2
2 2 22 2 2 2 2 2

23 8 1 29 3 2 2 5 4 2 3 3
2 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

2 2
29 2

73 2
2 2 3

120 ( 6 )

4 (2S ) 3 3 3 3 2S

216S

AS x S C X X x X xx X X x
r r

x X S SK C X C X
r r r r r r r r r r r

C X
r r r r

θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ

θ
θ

ξ κ ω ξω ω ω ξ

ω ξ ξ ω

ω ω

′ ′ ′− − +′ ′+ +
+ +

⎛ ⎞′ ⎛ ⎞+ ′= − + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

′
− −

2 2
4 42

23 2 2 3 5 2 4 3 3 4
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

4 1 2 2C X C X
r r r r r r r r r

θ
θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞′ ⎛ ⎞

′− + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

  (3.30) 
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此结果首次得到。  

 

3.3 裂纹尖端奇性应力场 

参照三维双相材料与界面垂直三维 I 型裂纹问题的分析方法(Qin 2002)，可以得到三维双相材

料与界面垂直三维剪切型裂纹问题的裂纹尖端应力奇性。如图 2.2 所示，S∈为裂纹面上包含 0ξ 点

一半圆形小区域，根据弹性理论，裂纹尖端 0ξ 的位移间断可表示为： 

0( ) ( )u D αλ
α α αξ ξ ξ=    0 Re( ) 1αλ< <  1,2α =                                 (3.34) 

利用主部分析法，可以得到以下关系式： 

1

2
3

2 1 2 23 5
1 1

1 3 cos( )
2 2 sinS

x u d d D r
r r

λ
λ λπ θ λθξ ξ π θ

λθ
−

∈

⎛ ⎞ + −
− + ≅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ （ ）                      (3.35) 
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1

2
2 2 2 2 2 2 3

2 1 25 7
1 1

2

3 ( ) 15 ( )

2 (1 )cos cos( 2 )
sin

S

x x x x x u d d
r r

D r λ

ξ ξ ξ ξ

λ λ θ λπ θ λθπ θ
λθ

∈

−

⎛ ⎞− −
− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

− + −
≅

∫

（ ）

                                 (3.36) 

2
1 1

2 1 23 5
1 1

1 3( ) 0
4 4S

x u d d
r r

ξ ξ ξ
∈

⎛ ⎞−
− − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫                                            (3.37) 

( )
1

2 2 2
1 1 2 2 3

2 1 23 5 7
1 1 1

2

7 9( ) 15( )
4 4

(1 )cos( ) (1 )cos( 3 )
2sin

S

x x x u d d
r r r

D r λ

ξ ξ ξ ξ

π θ λ λ λπ θ λθ λ λπ θ λθ
λπ

∈

−

⎛ ⎞− −
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − + + − − − + −

∫
（ ）

            (3.38) 

2 22 2
2 1 1 3 15 2 2 3 4 4 5 3 6 2 7

1 1 4 1 4 1 4 1 4 1 4 1 4

3( ) 3 3 6 12 15 15( ) [ 0
S

xx x x u ds
r r r r r r r r r r r r r
ξ ξ

∈

⎛ ⎞−
+ + − − + + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫      (3.39) 

2 2
1 1 3 13 2 3 4 4 3 5 2

1 1 4 1 4 1 4 1 4

1 3 6 6 3( ) ( ) 0
S

x x u ds
r r r r r r r r r

ξ
∈

⎛ ⎞
− + − + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫                           (3.40) 

1

2
12 2

1 1 1 1 13 5
1 1 1

1 3( ) 1 ( ) cos( )
4 4 2sinS

x u ds D r
r r

λξ π θ λ λπ θ λθ
λ π∈

−⎛ ⎞−
− − = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫            (3.41) 

1

2 2 2
12 2 1 1 3

1 1 1 1 13 5 7
1 1 1 1

7 9( ) 15( ) 1 ( ) cos( )
4 4 2sinS

x x x u ds D r
r r r

λξ ξ π θ λ λπ θ λθ
λ π∈

−⎛ ⎞− − −
+ − = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫     (3.42) 

把所求关系式(3.35)—(3.43)带入积分核 kijS 公式(3.3)—(3.8)中，可以得到裂纹尖端应力场具体表

达式： 

1 1
1 1 1

13 1 1
1

( ) cos( )
( 1) sin

u D rλθ λσ λ π θ λ θ
λ π

−Γ
= − + −

Γ +
                                          (3.43) 

{ }
1

1 2
23

1

[( 1 (2 1)cos( ) (1 )( 1)cos( 3 )
( 1)sin
u D r A A B B
k

λλ θσ λ λπ θ λθ λ λπ θ λθ
λπ

−

= − + − − + − + − − + −
+
（ ）  (3.44) 

具体过程详见[4，5]。 

 

3.4 裂纹尖端应力强度因子 

 

裂纹尖端应力强度因子可定义为： 
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1
230

lim ( , )(2 )II r
K r r λσ θ −

→
=                                                        (3.45) 

1
130

lim ( , )(2 )III r
K r r λσ θ −

→
=                                                        (3.46) 

把裂纹尖端应力场公式(3.43)—(3.44)分别带入公式(3-45)—(3-46)可以得到裂纹尖端应力强度

因子的表达式： 

11
1 1 2 0

1 1

2 ( )
(1 ) sin( )II

wDK
λ µ λ ξ
κ λ π

−

=
+

                                                        (3.47) 

21
1 2 1 1 0

1 2 2

2 ( )
( ) sin( )III

wDK
λ µ µ λ ξ
µ µ λ π

−

=
+

                                                      (3.48) 

 

 

 

 

3.5 本章小结 

 

本章应用弹性理论、边界条件、超奇异积分与边界元方法，通过烦琐的推导，将三维双相材

料与界面垂直裂纹问题及与界面斜交裂纹问题各自归结为求解一以裂纹面位移间断为未知函数

的超奇异积分方程组问题。并对三维双相材料与界面垂直剪切型裂纹问题的裂纹尖端应力奇异性

指数、奇异性应力场进行了理论分析，得到裂纹尖端应力强度因子计算公式。 
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第四章 三维双相材料裂纹问题的数值方法 

 

利用上章所求结果，以反映裂纹前沿应力奇性的密度函数基本解表示位移间断。根据Taylor
展开特性，对超奇异积分方程组的超奇异部分处理。再利用有限部积分理论，计算解耦后的代数

方程组，得到应力强度因子的数值方法表达式。 

 

4.1 密度函数 
 

超奇异积分方程组通常意义下无法得到解析解，只能通过数值方法获得数值解。根据裂纹尖

端应力奇性和文献[5]中数值方法，把 I 型问题的数值方法推广到 &II III 型中，即可得到三维剪

切型裂纹应力强度因子的数值解法。本文以典型三维矩形剪切型裂纹为例，利用超奇异积分方程

未知解在裂纹前沿的解析分析结果，以及因子法和有限部积分法，为三维双相材料中与界面垂直

的剪切型裂纹问题建立了数值求解方法，给出了超奇异积分的具体计算公式，并给出了裂纹前沿

应力强度因子的计算表达式。以密度函数基本解表示的位移间断函数为： 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−=

−−=

∑∑

∑∑

==

==

)2)((),(),(~

)2)((),(),(~

2
2

1
2

2212
00

212

2
2
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2

2211
00

211

2

1

ξξξξξξξ

ξξξξξξξ

λ

λ

baFu

baFu

N

n

M

m

N

n

M

m                                      (4.1) 

其中位移间断权函数 1F 、 2F 具体表达式为： 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

∑∑

∑∑

==

==

nm
mn

N
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mn

N

n

M

m

aF

aF

21
2

00
212

21
1

00
211

),(

),(

ξξξξ

ξξξξ

                                                    (4.2) 

 

4.2 超奇异积分处理 
 

位移间断中的
1
mna 与

2
mna 为待定的未知常数，当裂纹表面受到切向均布载荷作用时，把奇性

指数代入超奇异积分方程组中，应力强度因子的积分方程组即可转化为线性代数方程组。表达

式为： 
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(4.3) 

 

 

 

其中， 0,1n = ， 1,2,3......., ,j KK LL= 为边界配置点数，通常 ,KK LL 应大于联立方程组中

的未知数
1 2,mn mna a 的总个数，即： , 2( 1)( 1)KK LL M N≥ + + 。采用线性最小二乘法求解联立线

性方程组，即可确定未知系数。 mnIαβ 为已知积分函数，当源点 1 2( , )ξ ξ 与场点 ( , )x y 重合的时候，

上式中的积分
2

mnIαβ 是普通的二维积分，可用Gauss 数值积分进行运算，但是积分
1

mnIαβ 则具有超

奇异性
3( )O r−

，数值运算需要进行特殊处理。两部分具体表达式为，超奇异部分 mnI 1αβ
： 
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及Cauchy 主值意义积分 mnI 2αβ  
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                             (4.5) 

2αβI 可用直接用数值积分计算， mnI 1αβ
需先按照Taylor 积分及其特征展开特性、通过有限部积

分，化为Cauchy 主值意义下的积分： 

12 ( )1 0 1 2
1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 10 0

1

( , ) ( , , )ln ( ) ( , , , )
( )

R

mn
D x xI D x x R D x x r dr d

R

αβπ θαβ αβ αβ
αβ αβ αβϑ θ θ ϑ θ ϑ θ

θ
⎛ ⎞

= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  (4.6) 

再应用有限部积分原理，才可以进行通常意义下数值处理。求解出方程组系数 mnI αβ ，把所得结

果代入方程组中，便可计算出裂纹尖端附近 0ξ 点处应力强度因子表达式： 
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图 4.1 裂纹面示意图 

 

4.3 应力强度因子 
 

图 4.1 为裂纹表面示意图，A，B ，C ，D 为四个特征点。把方程组(4.3)所求结果代入把公

式(3.46)—(3.49)便可计算出裂纹尖端附近 0ξ 点处应力强度因子的表达式： 

( )

( )

1

1
2

2

2
2

1
1 1 1 1 2 2 2

1 1 10
1 1

1
2 1 2 2 2 1 2 2
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，

，

    (4.7) 

以 ∞
zxτ 作用下剪切型三维矩形裂纹为例，应力强度因子无量纲化后可表示为： 
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                                                             (4.9) 

其中
1,IIF λ ， , 2IIIF λ 为裂纹面前端 2 0x = 边无量纲应力强度因子表达式； IIF ， IIIF 为裂纹面其余

三边无量纲应力强度因子表达式。 

 
4.4 本章小结 

本章以反映裂纹前沿应力奇性的密度函数基本解表示位移间断，对超奇异积分方程组的超奇

异部分展开，再利用有限部积分理论，计算解耦后的代数方程组，得到应力强度因子的数值方法

表达式。 

02a

2b

1 1( )x ξ

2 2( )x ξ

(0,0)A (0,2 )B b

( , )C a b

( , )D a b−
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第五章 三维双相材料裂纹问题的数值结果 

 

在前面的分析中，我们对三维双相材料与界面垂直剪切型裂纹问题的超奇异积分方程组进行

了理论分析，获得了应力强度因子计算公式。基于这些工作，本章对三维双相材料与界面垂直剪

切型裂纹问题中较经典的几种情形进行了数值计算和分析(计算程序是用 Fortran语言编写)，得

到应力强度因子随 Dunder 参数、裂纹形状比、多项式指数、配置点数及坐标值变化的规律。其

中双相材料部分数值结果属于首次报道。 

    

5.1 收敛性及精度 
 

     边界元法数值解的误差来源主要是三个方面：离散误差、计算机舍入误差和数值积分误差。

离散误差是边界元法所固有的误差，边界上连续变化的函数被边界上有限离散节点的对应数值

所代替，原则上增加配置点数可以使离散误差降低，但配置点数增加会使计算机所用机时增加，

所以实际最佳效果需要经过验算获得；计算机舍入误差是数值运算中不可避免的，采取适当的

计算方法，舍入误差可以控制在较小的范围内；数值积分误差是由于边界元法有大量的积分运

算，数值积分误差实际上是截断误差，增加多项式指数可以提高精度，但同样会增加计算机所

用机时，因此实际效果也需要经过验算获得。 

如无特殊声明，本章中所有算例，配置点数取 400，多项式指数取 9，材料泊松比取 1 2v v= 0.3，

坐标 1 /x a 变化区间取[ 1,1]− ，坐标 2 /x b变化区间取[0, 2]，无穷远处作用载荷 31σ ∞
，裂纹形状

比 /a b 取 1，材料剪切模量比 2 1/µ µ 为 1。 

裂纹表面最小残余应力 3 3( / ) 1C α ατ τ τ ∞= + 随多项式指数规律如图 5.1 所示。最小残余应力

随多项式指数增大而减小，数值结果精度随多项式指数增加而增大。 

图 5.1a 多项式指数为 9 时最小残余应力变化规律         图 5.1b 多项式指数为 11 时最小残余应力变化规律 
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图 5.1c 多项式指数为 12 时最小残余应力化规律        图 5.1d 多项式指数为 13 时最小残余应力变化规律 

 

材料剪切模量比为 2，裂纹表面最小残余应力 3 3( / ) 1C α ατ τ τ ∞= + 随多项式指数规律如图 5.2

所示。其变化规律与图 5.1 相同。 

                        

 

 

图 5.2a 多项式指数为 7 时最小残余应力变化规律        图 5.2b 多项式指数为 8 时最小残余应力变化规律 
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材料剪切模量比为 2，作用载荷 32σ ∞
时，裂纹表面最小残余应力 3 3( / ) 1C α ατ τ τ ∞= + 随多项式

指数规律如图 5.3 所示。其变化规律与图 5.1 相同。 
 

 

 
 

 
 

图 5.2c 多项式指数为 9 时最小残余应力变化规律            图 5.3a 多项式指数为 7 时最小残余应力变化规律 

                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 5.3b 多项式指数为 8 时最小残余应力变化规律        图 5.3c 多项式指数为 9 时最小残余应力变化规律 

                         

综上所述：配置点处最小残余应力随多项式指数增加而减小，数值结果精度随多项式指数增

加而提高，计算机所需机时随多项式指数增加而增加。在实际应用中，一般取多项式指数等于 9

就能很好的满足精度和收敛性要求了。 

-1

0

1

0

1

2

-0.002

-0.001

0

0.001

0.002

1 /x a2 /x b

-1

0

1

0

1

2

-0.002

-0.001

0

0.001

0.002

1 /x a2 /x b

-1

0

1

0

1

2

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

1 /x a2 /x b

-1

0

1

0

1

2

-0.002

-0.001

0

0.001

0.002

1 /x a2 /x b



中国农业大学硕士学位论文                                    第五章 三维双相材料裂纹问题的数值结果 

 36

应力强度因子
IIF 、

IIIF 随多项式指数变化规律如表 5.1、表 5.2 所示。应力强度因子随着多项

式指数增加是收敛的。 IIF (C，D 点)与 IIIF (A，B 点)分别收敛到 0.8412 和 0.6544，此时的数值结

果与文献 Noda[58]、Chen[59]中结果比较，吻合良好。 

 
 
 

表 5.1 在 1x a= ± 边应力强度因子
IIF 随多项式指数变化规律 

2 /x b  0/11 1/11 2/11 3/11 4/11 5/11 6/11 7/11 8/11 9/11 10/11
M=13 0.8412  0.8395 0.8342 0.8250 0.8117 0.7933 0.7688 0.7359 0.6906 0.6267 0.5256
M=12 0.8410  0.8394 0.8343 0.8252 0.8115 0.7931 0.7689 0.7360 0.6904 0.6271 0.5236
M=11 0.8412  0.8394 0.8342 0.8251 0.8117 0.7933 0.7688 0.7356 0.6903 0.6279 0.5276
M=10 0.8412  0.8395 0.8341 0.8250 0.8116 0.7934 0.7689 0.7356 0.6903 0.6281 0.5267
M=9 0.8412  0.8396 0.8339 0.8247 0.8116 0.7936 0.7689 0.7351 0.6903 0.6300 0.5272
M=8 0.8412 0.8396 0.8339 0.8247 0.8116 0.7937 0.7690 0.7352 0.6904 0.6296 0.5259
M=7 0.8398  0.8385 0.8343 0.8262 0.8129 0.7935 0.7672 0.7340 0.6922 0.6334 0.5222
M=6 0.8397  0.8384 0.8343 0.8263 0.8131 0.7937 0.7674 0.7339 0.6918 0.6325 0.5211
Noda 0.8412 0.8391 — 0.8216 — 0.7819 — 0.7062 — 0.5381 — 

.Chen[ 0.8388 0.8375 0.8333 0.8225 0.8122 0.7911 0.7579 0.7056 0.6217 0.4760 — 

 

 

表 5.2 在 2 0, 2x b= 边应力强度因子
IIIF 随多项式指数变化规律 

1 /x a  0/11 1/11 2/11 3/11 4/11 5/11 6/11 7/11 8/11 9/11 10/11 
M=13 0.6544  0.6529 0.6482 0.6401 0.6283 0.6124 0.5913 0.5635 0.5269 0.4777 0.3957
M=12 0.6544 0.6528 0.6482 0.6401 0.6282 0.6122 0.5912 0.5635 0.5268 0.4774 0.3937
M=11 0.6544  0.6528 0.6481 0.6400 0.6283 0.6123 0.5912 0.5636 0.5277 0.4786 0.3949
M=10 0.6544 0.6529 0.6481 0.6399 0.6282 0.6123 0.5912 0.5635 0.5277 0.4788 0.3941
M=9 0.6544  0.6528 0.6481 0.6400 0.6282 0.6122 0.5912 0.5641 0.5287 0.4788 0.3906
M=8 0.6544  0.6528 0.6480 0.6399 0.6282 0.6122 0.5913 0.5643 0.5288 0.4786 0.3899
M=7 0.6540 0.6526 0.6481 0.6402 0.6285 0.6126 0.5918 0.5649 0.5294 0.4770 0.3822
M=6 0.6539  0.6525 0.6481 0.6403 0.6287 0.6128 0.5920 0.5650 0.5292 0.4765 0.3814
Noda 0.6544 0.6525 — 0.6369 — — — — 0.5389 — — 

Chen 0.6638 0.6619 0.6561 0.6457 0.6296 0.6063 0.5728 0.5248 0.4540 0.3406 — 

 

 

取材料剪切模量比为 1，多项式指数为 11，应力强度因子
IIF 、

IIIF 随坐标变化规律如图 5.4、

图 5.5 所示。图 5.4 显示，在 ax ±=1 边， IIF 随坐标 bx /2 呈对称分布， 1/2 =bx 时取最大值。

图 5.5 显示，在 2 / 0,2x b = 边， IIIF 随坐标 ax /1 呈对称分布， 1 / 0x a = 时取最大值。 
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图 5.4 应力强度因子
IIF 随 bx /2 变化规律             图 5.5 应力强度因子

IIIF 随坐标 ax /1 变化规律 

                              

取材料剪切模量比 2，作用载荷 31σ ∞
、 32σ ∞

时，应力强度因子随多项式指数增加变化规律分别

如表 5.3、表 5.4 所示。 

取材料剪切模量比 0.5，作用载荷 31σ ∞
、 32σ ∞

时，应力强度因子随多项式指数增加变化规律分

别如表 5.5、表 5.6 所示。 

表中计算结果显示：同时改变材料剪切模量比、作用载荷时，应力强度因子随多项式指数增

加收敛，且当多项式指数为 9 时，数值结果已经能很好满足精度要求。对于裂纹形状比、材料剪

切模量比、作用载荷、配置点数同时变化情况下，应力强度因子随多项式指数增加收敛情况，见

后面的分析。 

 

 

表 5.3a：在 2 0x = 边应力强度因子
IIIF 随多项式指数变化规律 

 0 0.09 0.18 0.27 0.36 0.45 0.55 0.64 0.73 0.82 0.91 
M=9 1.1889 1.1865 1.1789 1.1663 1.1485 1.1239 1.0916 1.0487 0.9933 0.9152 0.7692
M=8 1.1874 1.1850 1.1775 1.1648 1.1468 1.1222 1.0899 1.0475 0.9920 0.9130 0.7638
M=7 1.1843 1.1821 1.1758 1.1638 1.1461 1.1210 1.0879 1.0458 0.9908 0.9079 0.7448
M=6 1.1816 1.1797 1.1731 1.1614 1.1436 1.1186 1.0857 1.0434 0.9872 0.9023 0.7373
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表 5.3b：在 2 2x b= 边应力强度因子

IIIF 随多项式指数规律 

 0 0.09 0.18 0.27 0.36 0.45 0.55 0.64 0.73 0.82 0.91 
M=9 0.6437 0.6422 0.6296 0.5549 0.6375   0.6180 0.6024 0.5817 0.5201 0.4711 0.3841

M=8 0.6447 0.6431 0.6303 0.5563 0.6383 0.6189 0.6033 0.5829 0.5213 0.4723 0.3857

M=7 0.6431 0.6418 0.6294 0.5557 0.6373 0.6180 0.6024 0.5820 0.5206 0.4690 0.3753

M=6 0.6444 0.6430 0.6312 0.5572 0.6388 0.6199 0.6043 0.5836 0.5222 0.4711 0.3783

 

 
表 5.4a：在 2 0x = 边应力强度因子

IIF 随多项式指数变化规律 

 0 0.09 0.18 0.27 0.36 0.45 0.55 0.64 0.73 0.82 0.91 
M=9 1.2470 1.2440 1.2360 12250 1.2100 1.1890 1.1590 1.1170 1.0630 0.9965 0.8779

M=8 1.2470 1.2440 1.2370 1.2260 1.2100 1.1890 1.1590 1.1180 1.0650 0.9979 0.8768

M=7 1.2430 1.2420 1.2390 1.2300 1.2140 1.1900 1.1560 1.1160 1.0700 1.0080 0.8689

M=6 1.2440 1.2430 1.2400 1.2310 1.2160 1.1910 1.1580 1.1180 1.0720 1.0090 0.8673
 

 
 

表 4b：在 2 2x b= 应力强度因子
IIF 随多项式指数变化规律 

 0 0.09 0.18 0.27 0.36 0.45 0.55 0.64 0.73 0.82 0.91 
M=9 0.8219 0.8201 0.8147 0.8059 0.7934 0.7761 0.7522 0.7198 0.6767 0.6185 0.5180

M=8 0.8217 0.8198 0.8143 0.8054 0.7930 0.7759 0.7522 0.7195 0.6755 0.6160 0.5155

M=7 0.8204 0.8192 0.8151 0.8073 0.7946 0.7760 0.7510 0.7193 0.6791 0.6219 0.5130

M=6 0.8195 0.8183 0.8146 0.8071 0.7946 0.7757 0.7500 0.7172 0.6761 0.6189 0.5113 
 

 
 

表 5.5a：在 2 0x = 边应力强度因子
IIIF 随多项式指数变化规律 

 0 0.09 0.18 0.27 0.36 0.45 0.55 0.64 0.73 0.82 0.91 
M=9 0.3534 0.3525 0.3496 0.3445 0.3372 0.3272 0.3143 0.2978 0.2764 0.2463 0.1954

M=8 0.3536 0.3527 0.3497 0.3447 0.3374 0.3275 0.3146 0.2982 0.2767 0.2466 0.1958

M=7 0.3538 0.3529 0.3499 0.3449 0.3377 0.3279 0.3153 0.2990 0.2773 0.2460 0.1925

M=6 0.3540 0.3531 0.3502 0.3454 0.3382 0.3285 0.3158 0.2995 0.2777 0.2465 0.1933
 

 
 

表 5.5b：在 2 2x b= 应力强度因子 
IIIF 随多项式指数变化规律 

 0 0.09 0.18 0.27 0.36 0.45 0.55 0.64 0.73 0.82 0.91 
M=9 0.6591 0.6575 0.6527 0.6445 0.6327 0.6167 0.5955 0.5682 0.5324 0.4822 0.3936

M=8 0.6589 0.6573 0.6525 0.6443 0.6325 0.6164 0.5953 0.5681 0.5324 0.4817 0.3917

M=7 0.6587 0.6573 0.6528 0.6449 0.6332 0.6172 0.5961 0.5691 0.5333 0.4806 0.3853

M=6 0.6584 0.6569 0.6524 0.6445 0.6328 0.6168 0.5959 0.5688 0.5326 0.4789 0.3823
 

 

 

1 /x a

1 /x a

1 /x a

1 /x a

1 /x a
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表 5.6a：在 2 0x = 边应力强度因子
IIF 随多项式指数变化规律 

 0 0.09 0.18 0.27 0.36 0.45 0.55 0.64 0.73 0.82 0.91 
M=9 0.5402 0.5388 0.5347 0.5278 0.5178 0.5040 0.4854 0.4604 0.4268 0.3793 0.3010

M=8 0.5401 0.5387 0.5345 0.5276 0.5176 0.5039 0.4854 0.4603 0.4262 0.3782 0.2999

M=7 0.5393 0.5381 0.5344 0.5277 0.5177 0.5035 0.4845 0.4596 0.4264 0.3790 0.2983

M=6 0.5388 0.5377 0.5341 0.5276 0.5176 0.5033 0.4840 0.4586 0.4250 0.3775 0.2976
 
 

 

表 5.6b：在 2 2x b= 应力强度因子
IIF 随多项式指数变化规律 

 0 0.09 0.18 0.27 0.36 0.45 0.55 0.64 0.73 0.82 0.91 
M=9 0.8663 0.8642 0.8581 0.8483 0.8345 0.8158 0.7899 0.7546 0.7077 0.6447 0.5388

M=8 0.8664 0.8644 0.8584 0.8486 0.8348 0.8158 0.7899 0.7550 0.7088 0.6464 0.5393

M=7 0.8642 0.8628 0.8585 0.8500 0.8361 0.8156 0.7879 0.7529 0.7090 0.6479 0.5338

M=6 0.8648 0.8634 0.8588 0.8501 0.8362 0.8160 0.7889 0.7546 0.7111 0.6495 0.5338
 

材料剪切模量比分别取 0.001，100 时，应力强度因子随多项式指数变化规律如表 5.7 所示。

应力强度因子在特征点( A , B ,C , D )处随多项式指数的增加而收敛。 
 

表 5.7 应力强度因子随多项指数变化规律 

 2 1/ 0.001µ µ =   2 1/ 100µ µ =  

 2,λIIIF 02 =x  2,λIIIF bx 22 =  2,λIIF ax ±=1 2,λIIIF 02 =x  2,λIIIF bx 22 =  2,λIIF ax ±=1

M=N=9 0.00064 0.6611 0.9025 5.5860 0.6302 0.8083 
M=N=8 0.00064 0.6610 0.9026 5.5861 0.6302 0.8082 
M=N=7 0.00064 0.6611 0.9008 5.5860 0.6301 0.8078 
M=N=6 0.00064    0.6613 0.9004 

 

5.5863 0.6304 0.8076 
 

 

5.2 表面裂纹情况 

 

材料剪切模量比为 0 时，三维双相材料裂纹问题退化为三维表面裂纹情形。此时应力强度因

子随裂纹形状比变化规律如表 5.8、表 5.9 所示。随着裂纹形状比增加，三维表面裂纹应力强度因

子的数值结果逐渐接近平面表面裂纹应力强度因子数值结果。 

表 5.8 显示：在 B 点 IIIF 随裂纹形状比增大而增大，增大梯度递减至零，当 / 8a b ≥ 时，已

接近表面平面裂纹情形了。与文献 Westergaard[57] ，Tada[58]比较，结果吻合良好。 

表 5.9 显示：在C 、D 点 IIF 随裂纹形状变化规律与表 5.8 相同。与文献 Xiao [59]， Traceyl[60] 

比较，结果吻合良好 

 

 

 

1 /x a

1 /x a
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表 5.8 在 B 点应力强度因子
IIIF 随裂纹形状比变化规律 

1 2 5 8 12 
Westergaard[57]. 

Tada[58] 

0.6615 0.8645 1.147 1.385 1.410 1.414 

 
表 5.9 在 C、D 点应力强度因子 IIF 随裂纹形状比变化规律 

取材料剪切模量比为 0，作用载荷 31σ ∞
、 32σ ∞

时，在 2 2x b= 边，应力强度因子随裂纹形状比

及坐标 1 /x a 变化规律分别如图 5.6、图 5.7 所示。应力强度因子随着裂纹形状比的增加而增加，

增加梯度递减至零，应力强度因子随 1 /x a 呈对称分布变化， 0/1 =ax 时取最大值。 

 

图 5.6 应力强度因子 IIIF 随 ax /1 变化规律             图 5.7 应力强度因子 IIF 随坐标 ax /1 变化规律 

材料剪切模量比为 0，作用载荷 31σ ∞
、 32σ ∞

时，在 B 点，应力强度因子随裂纹形状比变化规

律分别如图 5.8、图 5.9 所示。应力强度因子随着裂纹形状比的增加而增加，增加梯度递减至零，

增加梯度递减至零，当 / 8a b ≥ 时，已经和二维平面表面裂纹情况结果十分吻合了 
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图 5.8 应力强度因子 IIIF 随裂纹形状比变化规律        图 5.9 应力强度因子 IIF 随裂纹形状比变化规律 

             

 

5.3 裂纹形状变化 

 
应力强度因子随裂纹形状比变化规律如表 5.10、5.11 所示。表中数据显示：随裂纹形状比增

大，应力强度因子逐渐增大，增加梯度递减至零；当 / 8a b ≥ 时，已接近均质材料平面裂纹情形。 
 

 
表 5.10 在 2 0, 2x b= 边应力强度因子

IIF 随裂纹形状比变化规律 

 0/11 1/11 2/11 3/11 4/11 5/11 6/11 7/11 8/11 9/11 10/11 
a/b=1 0.8412  0.8396 0.8339 0.8247 0.8116 0.7936 0.7689 0.7351 0.6903 0.6300 0.5272
a/b=2 0.9307  0.9285 0.9218 0.9104 0.8940 0.8720 0.8435 0.8069 0.7584 0.6672 0.5570
a/b=5 0.9631  0.9611 0.9550 0.9443 0.9285 0.9061 0.8749 0.8312 0.7682 0.6729 0.5633
a/b=8 0.9797 0.9772 0.9694 0.9558 0.9390 0.9176 0.8864 0.8427 0.7797 0.6834 0.5748

 
 

表 5.11 在 1x a= ± 边应力强度因子
IIIF 随裂纹形状比变化规律 

 0/11 1/11 2/11 3/11 4/11 5/11 6/11 7/11 8/11 9/11 10/11 
a/b=1 0.6544  0.6528 0.6481 0.6400 0.6282 0.6122 0.5912 0.5641 0.5287 0.4788 0.3906
a/b=2 0.8399  0.8379 0.8319 0.8223 0.8088 0.7904 0.7651 0.7305 0.6843  0.6215 0.5160
a/b=5 0.9715  0.9704 0.9671 0.9622 0.9552 0.9449 0.9283 0.9016 0.8606 0.7971 0.6738
a/b=8 0.9907  0.9901 0.9884 0.9861 0.9832 0.9787 0.9701 0.9539 0.9256 0.8751 0.7565

 
 

 

在 1x a= ± 边，应力强度因子 IIF 随裂纹形状比及坐标值 2 /x b变化曲线如图 5.10 所示： IIF 随
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裂纹形状比增加而增大，增大梯度递减至零，当 / 8a b ≥ 时，数值结果已和二维平面裂纹情况十

分吻合了。 IIF 随坐标 bx /2 呈对称分布， 1/2 =bx 时取极大值。 

在 1 0, 2x b= 边，应力强度因子 IIIF 随裂纹形状比及坐标值 1 /x a 变化曲线如图5.11所示： IIIF
随裂纹形状比增加而增大，增大梯度递减至零，当 / 8a b ≥ 时，数值结果已和二维平面裂纹情况

十分吻合了。 IIIF 随坐标 1 /x a 呈对称分布， 1 / 0x a = 时取极大值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 5.10 应力强度因子 IIF 随坐标变化规律              图 5.11 应力强度因子 IIIF 随坐标变化规律 

 

 

5.4 不同材料情况 

 
材料剪切模量比为 1，复合材料裂纹退化为均质材料裂纹，本文的计算结果与其他的文献比

较见表 5.12。表 5.12 显示：应力强度因子 IIF 在C 、D 点取最大值，应力强度因子 IIIF 在 A、B
点取最大值。此时计算结果与 Noda [55]、 Chen[56]、Kassir [66]文献中结果吻合良好 

 

表 5.12 应力强度因子计算结果与均质材料三维裂纹结果比较 

 Present  Noda[55]  Chen[56] Kassir[66] 

IImaxF  0.8415 0.841 0.8388 0.831 
IIImaxF  0.6544 0.654 0.6638 —— 

 

在 2 0x = 边，应力强度因子随材料剪切模量比变化曲线如图 5.12 所示： IIIF 在 A 点随剪切模

量比增加而增加，增加梯度递减至零，当 2 1/ 20µ µ ≥ 时，结果已趋于固定值。 
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在 2 2x b= 边，应力强度因子随材料剪切模量比变化曲线如图 5.13 所示： IIIF 在 B 点随材料

剪切模量比增加而减小，减小梯度递减至零，当 2 1/ 20µ µ ≥ 已趋于固定值。 

图 5.12 应力强度因子 IIIF 随剪切模量比变化规律       图 5.13 应力强度因子 IIIF 随剪切模量比变化规律 

 

1x a= ± 边，应力强度因子 IIF 随材料剪切模量比及坐标值变化曲线如图 5.14 所示：在区域

(0,1)内 IIF 随坐标 bx /2 增加而增加； IIF 在[0,1]内 IIF 随坐标 bx /2 增加而增加，在[1,2]随坐标

bx /2 增大而减小； IIF 随材料剪切模量比增加而减小，减小梯度递减至零，当 2 1/ 20µ µ ≥ 时，

结果已趋于固定值。 

1x a= ± 边，应力强度因子随材料剪切模量比变化曲线如图 5.15 所示：在点C 、 D 点 IIF 随

材料剪切模量比变化规律与图 5.13 相同。 

图 5.14 应力强度因子 IIF 随坐标变化规律          图 5.15 应力强度因子 IIF 随剪切模量比变化规律 
    

综上所述，同时或单独改变裂纹形状比、多项式指数时，应力强度因子随材料剪切模量比变

化规律为：作用载荷 31σ ∞
时，在 2 0x = 边 IIIF 随材料剪切模量比增加而增加，增加梯度递减至零，

2 1/ 0µ µ = 时，取极小值 0，当 2 1/ 20µ µ ≥ 时，已趋于固定值；在 2 2x b= 边， IIIF 随材料剪切

IIF
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模量比增加而减小，减小梯度递减至零， 2 1/ 0µ µ = 时，取极大值，当 2 1/ 20µ µ ≥ 时，已趋于固

定值；在 1x a= ± 边， IIF 变化规律与 IIIF ( 2 2x b= 边)变化规律相同。作用载荷 32σ ∞
时有类似规律。 

 

5.5 一般情况 

 

同时改变裂纹形状比、材料剪切模量比、多项式指数、坐标值时，可以得到应力强度因子变

化的一般规律。 

取多项式指数为 11，应力强度因子 IIF 在C 、D 点随材料剪切模量比及裂纹形状比变化曲线

如图 5.16 所示： IIF 随材料剪切模量比增加而减少，减小梯度递减至零，当 2 1/ 20µ µ ≥ 时， IIF
已趋近于固定值； IIF 随裂纹形状比增加而增大，增大梯度递减至零，当 / 8a b ≥ 时， IIF 已趋近

于平面问题结果。 

取多项式指数为 11，应力强度因子 IIIF 在 B 点随材料剪切模量比及裂纹形状比变化曲线如图

5.17 所示： IIIF 随剪切模量比、裂纹形状比变化规律与图 5.16 相同。 

 

 

图 5.16 IIF 随剪切模量比、裂纹形状比变化规律曲线    图 5.17 IIIF 随剪切模量比、裂纹形状比变化规律曲线 
            

 

 

 

 

取多项式指数为 11，应力强度因子 IIIF 在 A点处的值随剪切模量比及裂纹形状比变化曲线如

图 5.18 所示： IIIF 随材料剪切模量比增加而增大，增大梯度递减至零，当 2 1/ 20µ µ ≥ 时， IIIF 已

趋近于固定值； IIIF 随裂纹形状比增加而增大，增大梯度递减至零，当 / 8a b ≥ 时， IIIF 已趋近
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于平面问题结果。 

取材料剪切模量比为 10，多项式指数为 11，应力强度因子 IIIF 在 02 =x 边随裂纹形状比及

坐标 ax /1 变化曲线如图 5.19所示： IIIF 随裂纹形状比增加而增大，增加梯度递减至零，当 / 8a b ≥
时， IIIF 已趋近于平面问题结果； IIIF 随 ax /1 呈对称变化， 0/1 =ax 取最大值。 

图 5.18 IIIF 随剪切模量比、裂纹形状比变化规律曲线     图 5.19 IIIF 随 ax /1 、裂纹形状比变化规律曲线 

                     

取材料剪切模量比为 10，多项式指数为 11， IIIF 在 bx 22 = 边随裂纹形状比及坐标 ax /1 变

化曲线如图 5.20 所示。 IIIF 随裂纹形状比、坐标 ax /1 变化规律与图 5.19 相同。 

取材料剪切模量比为 10，多项式指数为 11， IIF 在 ax ±=1 边随裂纹形状比及坐标 bx /2 变

化曲线如图 5.21 所示： IIF 随裂纹形状比增加而增大，增大梯度递减至零，当 / 8a b ≥ 时， IIF 已

趋近于平面问题结果。在[0,1]范围内，随坐标 bx /2 增大而增大；在[1, 2]范围内，随坐标 bx /2

增大而减小。 
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图 5.20 IIIF 随 ax /1 、裂纹形状比变化规律曲线      图 5.21 IIF 随 bx /2 、裂纹形状比变化规律曲线 

 

取材料剪切模量比为 2，多项式指数为 11，作用载荷 32σ ∞
时，应力强度因子 IIF 在 02 =x 边

值随裂纹形状比及坐标 ax /1 变化曲线如图 5.22 所示： IIF 随裂纹形状比增大而增加，增加梯度

递减至零，当裂纹形状比 / 8a b ≥ 时， IIF 已趋近于平面问题结果。 IIF 随坐标 ax /1 呈对称分布，

0/1 =ax 时取最大值。 

   取材料剪切模量比为 2，多项式指数为 11，作用载荷 32σ ∞
时，应力强度因子 IIF 在 bx 22 = 边

值随裂纹形状比及坐标 ax /1 变化曲线如图 5.23 所示： IIF 随裂纹形状比、坐标 ax /1 变化规律与

图 5.22 相同。                              

                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 5.22 IIF 随 ax /1 、裂纹形状比变化规律曲线     图 5.23 IIF 随 1 /x a 、裂纹形状比变化规律曲线 
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取材料剪切模量比为 2，多项式指数为 11，作用载荷 32σ ∞
时，应力强度因子 IIIF 在 ax ±=1 边

值随裂纹形状比及坐标 bx /2 变化曲线如图 5.24 所示： IIIF 随裂纹形状比、坐标 bx /2 变化规律与

图 5.21 相同。 

 

 

图 5.24 IIIF 随 1 /x a 、裂纹形状比变化规律曲线 

 

 

 

5.6 本章小结 

 

本章对与三维双相材料与界面垂直剪切型裂纹问题中较典型的几种裂纹问题作了计算。分析

了应力强度因子数值结果收敛性、精度，得到了应力强度因子随各参数的变化规律。 

1.单独和同时改变材料剪切模量比、裂纹形状比、多项式指数、配置点数、坐标值时，数值

结果均能很好的满足收敛性及精度要求，且收敛速度大大优于普通边界元数值方法。通过和三维

均质材料裂纹、表面裂纹等已有数值结果比较，数值结果均吻合良好。配置点处最小残余应力大

小随多项式指数增加而减小，数值结果精度随多项式指数增加而提高，计算机所需机时随多项式

指数增加而增加，因此，实际计算中，一般取多项式指数为 9 就能很好的满足精度和经济性要求

了。 

2. 材料剪切模量比为 0 时，单独和同时改变多项式指数、配置点数时，得到的表面裂纹结果

随裂纹形状比增加而增加，增加梯度递降至零，当 / 8a b ≥ 时应力强度因子结果已接近二维表面
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裂纹数值结果。 

3.单独和同时改变裂纹形状比、多项式指数、配置点数、材料剪切模量比、坐标值时，得到

不同材质的三维双相材料裂纹问题应力强度因子数值结果：作用载荷 31σ ∞
时，在 2 0x = 边，应力

强度因子 IIIF 随材料剪切模量比增加而增加，增加梯度递降至零，在 2 1/ 0µ µ = 时，取极小值 0，

在 2 1/ 20µ µ ≥ 时，已趋于固定值；在 2 2x b= 边，应力强度因子 IIIF 随材料剪切模量比增加而减

小，减小梯度递降至零，在 2 1/ 0µ µ = 时，取极大值，在 2 1/ 20µ µ ≥ 时，已趋于固定值；在 1x a= ±
边，应力强度因子 IIF 变化规律相同，随材料剪切模量比增加而减小，减小梯度递降至零，在

2 1/ 0µ µ = 时，取极大值，在 2 1/ 20µ µ ≥ 时，已趋于固定值。作用载荷 32σ ∞
时有类似规律。 

4. 对于三维双相材料裂纹问题一般情形，可以得到： 

应力强度因子随裂纹形状比增加而增加，增加梯度递降至零，当 / 8a b ≥ 时已接近二维双相

复合材料裂纹数值结果。 

在 2 0x = 边，应力强度因子随材料剪切模量比增加而增加，增加梯度递降至零， 2 1/ 0µ µ =
时，取极小值 0， 2 1/ 20µ µ ≥ 时，已趋于固定值。在 2 2x b= 、 1x a= ± 边，应力强度因子随材

料剪切模量比增加而减小，减小梯度递降至零 

作用载荷 31σ ∞
时，在 2 0 2x b= ， 边 IIF 为零，作用载荷 32σ ∞

时，在 1x a= ± 边 IIIF 为零。 

应力强度因子随多项式指数增加，精度增加，随配置点数增加，精度增加。 

同时或单独改变材料剪切模量比、裂纹形状比，多项式指数、配置点数等参数时，应力强度

因子随坐标值变化规律为：在 2 0 2x b= ， 边，随坐标 1 /x a 呈对称分布。在 1x a= ± 边，当

2 1/ 1µ µ = ，随坐标 2 /x b呈对称分布。 
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第六章 总结与讨论 
 

6.1 总结 
 

1. 本文在 Qin[4-5]研究工作的基础上，对已有复合材料空间位移基本解资料进行整理，应用调

和函数的镜像法，把两种材料各自满足 navierelam −′ 平衡方程的 NeuberPapkovich − 通解及

Kelvin 特解，代入广义 Hooke 定律及界面处的位移边界条件中，得出在空间内部作用有集中力

的弹性力学空间位移基本解。再根据广义 Hooke 定律、边界条件，推导出位移基本解对应的面

力基本解。对得出的基本解，应用Cartesian 坐标系下的张量变换规则，推导出三维双相材料与

界面垂直坐标系下的空间位移、面力基本解；进而推导出三维双相材料与界面斜交坐标系下的空

间位移、面力基本解。 

2.利用求得的三维双相材料弹性力学问题基本解，使用 Somigliana 公式，得出三维双相材

料与界面垂直坐标系下应力场积分核函数 kijS 表达式。进而得出三维双相材料与界面斜交坐标系

下应力场积分核函数 kijS 表达式。 

3.根据超奇异积分原理和单片裂纹基本解，对三维双相材料与界面垂直裂纹问题及与界面斜

交裂纹问题进行了理论分析，把这两种裂纹问题各自归结为求解一超奇异积分方程组问题。其中

三维双相材料与界面斜交裂纹问题的研究属于首次报道。 

4.本文把 Qin [4,5]中数值方法进行拓展，研究了复合载荷作用下三维双相材料与界面垂直剪切

型裂纹的裂纹尖端奇性性态指数和奇性应力场，得出以位移间断函数表示的应力强度因子计算公

式。 

5.使用有限部积分与边界元结合的方法，利用密度函数基本解表示位移间断函数，对超奇异

积分方程组中的超奇异部分进行处理，再利用有限部积分原理，把超奇异积分方程组转化为代数

方程组，为复合载荷作用下三维双相材料与界面垂直剪切型裂纹问题建立了数值方法。数值方法

部分的属于首次报道。 

6.用 Fortran语言编写了三维双相材料与界面垂直剪切型裂纹问题应力强度因子计算程序，

计算结果表明，本文建立的数值方法具有良好的收敛性和很高的精度。同时得到应力强度因子随

材料剪切模量比、裂纹形状比、多项式指数、配置点数及坐标等参数变化规律。即； 

同时或单独改变材料剪切模量比，多项式指数、配置点数、坐标值等参数时，应力强度因子

随裂纹形状比增加而增加，增加梯度递降至零， / 8a b ≥ 时已接近二维双相复合材料裂纹数值结

果。 

同时或单独改变裂纹形状比，多项式指数、配置点数、坐标值等参数时，应力强度因子随材

料剪切模量比变化规律为： 2 0x = 边，随材料剪切模量比增加而增加，增加梯度递减至零，

2 1/ 0µ µ = 时，取极小值 0， 2 1/ 20µ µ ≥ 时，已趋于固定值； 2 2x b= 、 1x a= ± 边，随材料剪

切模量比增加而减小，减小梯度递减至零， 2 1/ 0µ µ = 时，取极大值， 2 1/ 20µ µ ≥ 时，已趋于固

定值。 
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同时或单独改变材料剪切模量比、裂纹形状比，多项式指数、配置点数、坐标值等参数时，

应力强度因子随载荷变化规律为：作用载荷 31σ ∞
时， 2 0 2x b= ， 边 IIF 为零；作用载荷 32σ ∞

时，

1x a= ± 边 IIIF 为零。 

同时或单独改变材料剪切模量比、裂纹形状比、坐标值等参数时，应力强度因子随多项式指

数及配置点数变化规律为：随多项式指数增加，精度增加；随配置点数增加，精度增加，但配置

点数不能小于多项式指数。 

同时或单独改变材料剪切模量比、裂纹形状比，多项式指数、配置点数等参数时，应力强度

因子随坐标值变化规律为：在 2 0 2x b= ， 边，随坐标 1 /x a 呈对称分布。在 1x a= ± 边，当

2 1/ 1µ µ = ，随坐标 2 /x b呈对称分布。 

 

6.2 讨论 
 

综上所述，尽管本文的研究取得了一些积极的成果，也为三维双相材料断裂力学问题的研究

做出了新的贡献，但是限于本文作者的水平、时间原因，还有很多具体内容没有来的及完成，作

者认为可以在以下几个方面进一步开展研究： 

 1.由于时间紧张和问题的复杂性，未对三维双相材料与界面斜交裂纹问题数值方法做详细的

研究，给出的三维双相材料与界面斜交裂纹程序，还缺少超奇异部分子程序核心部分具体程序，

这些研究内容作者将在今后的工作中继续完成。 

2.三维双相材料与界面斜交单根裂纹问题的理论部分已有了很好的基础，利用裂纹叠加性原

理，三维双相材料与界面斜交多根裂纹问题、三维多相材料与界面斜交裂纹问题，可以以本论文

为基础进一步研究下去。 

3. 如果考虑到材料的其它特性（如压电特性），三维双相压电复合材料裂纹问题也可以由本

方法很好解决，这部分工作也是作者以后研究中的重要内容。 
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